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Von der elementaren Elektrodynamik
zUu den elektronischen Filtern

Kompendium mit Schritt fiir Schritt
Erklarungen und Formelmanipulationen
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0. Einleitung

0.1. Vorbemerkung an die Studierenden

Diese Schrift entstand aufgrund meines Unbehagens wahrend des Studiums und auch beim
Durcharbeiten von Publikationen aufgrund der schier konsequenten Vernachldssigung der
wissenschaftlichen Basisforderung der Nachvollziehbarkeit.

Willkiirlich scheinende Annahmen,

grofdziigig ausgelassene Zwischenschritte,

bis zur Unverstandlichkeit reichende Vereinfachung der Notation sowie

unnotig schwierige Mathematik,

zusammengehalten durch nahezu beleidigende Aussagen der Art ,wie man nach kurzer
Rechnung sieht”

YVVVVYY

fiihren zu sinnlosem Zeitverlust, Arger und leider auch zu oft zum geistlosen Auswendiglernen
aus blanker Resignation.

An diesem Ort wurde aus diesen unangenehmen Erfahrungen heraus versucht, einen anderen
Weg zu beschreiten und die Nachvollziehbarkeit der Zusammenhédnge und Gegebenheiten ins
Zentrum zu stellen. Der logische Preis ist ein deutlich gestiegener Umfang des vorliegenden
Werkes.

Diese Schrift ist kein durchgéngig verfasstes Lehrbuch, sondern eine ergdnzte Zusammenstellung
einzelner, bereits frither vorhandener Lehrunterlagen. Daraus resultiert natiirlich eine gewisse
formale Inkonsistenz, die ich die geneigten Studierenden zu entschuldigen ersuche.

Zu den Farben in diesem Skriptum

Der Flief3text ist schwarz.

Rote Text - Passagen weisen auf besondere Bedeutung hin. Ublicherweise sollten die
entsprechenden Inhalte ,um drei Uhr friith mit vier Promille“ beherrscht werden.

Blaue Text - Passagen kennzeichnen Informationen fiir Fortgeschrittene sowie weitergehend
Interessierte. Sie sind nicht prifungsrelevant, trotzdem aber vielleicht interessant. Das Studium
besteht ja nicht nur aus Priifungen!

Urheberrechte
In diesem Skriptum werden mit oder ohne Zitat méglicherweise urheberrechtlich geschiitzte

Textpassagen und Bilder verwendet. Daher darf dieses Skriptum nicht aufderhalb der Lehre
verwendet werden, auch von der Weiterverwendung der Bilder wird abgeraten.



0.2. Und jetzt geht’s los!

Wir beginnen diese Spezialvorlesung mit den reaktiven Bauelementen Kondensatoren und
Spulen. Thre Besonderheit liegt darin, dass sie Energie speichern kdnnen und daraufhin die
elektrotechnischen Grundgesetze von Ohm und Kirchhoff plétzlich nicht mehr zu gelten scheinen.
Bei deren Kennlinien werden plétzlich die Quadranten 2 und 4 benétigt! Daher miissen wir ein
weiteres Modell einfiihren, die komplexe Wechselstromrechnung.

Die Theorie und Anwendung der komplexen Exponentialfunktion sowie der Euler - Identitdt wird
vorausgesetzt. Wer dies nicht kann, lernt und tibt sie vor dem Lernen dieser Vorlesung, sonst wird
das nichts!

Der mathematische Aufwand steigt zusatzlich, da wir auch gewohnliche Differentialgleichungen
brauchen.

Die Theorie der gewo6hnlichen Differentialgleichungen wird vorausgesetzt. Wer dies nicht kann,
lernt und iibt sie vor dem Lernen dieser Vorlesung, sonst wird das nichts!

In diesem Zusammenhang gleich eine grundsatzliche Warnung:

Aus gutem Grund werden die Eigenschaften von Kondensatoren und Spulen immer getrennt im
Zeitbereich und im Frequenzbereich untersucht. Ihr seid dringend angehalten, dies auch so zu
halten. Natiirlich gibt es Umrechnungen, deren Anwendung setzt allerdings die souverine
Beherrschung der Laplace - Transformation voraus.



0.3. Das Dezibel und seine Tiicken

Bevor wir aber in weitere Tiefen der Elektrotechnik vordringen, muss ich Euch (nach den SI -
Prifixen) noch eine weitere Methode des logarithmischen Rechnens nahebringen. Als Einleitung
einige Uberlegungen zu der Motivation des logarithmischen Rechnens. Diese Methode ist genau
dann sinnvoll, wenn es wiinschenswert ist, einen Wert von hoher Dynamik mit tiber den gesamten
dynamischen Bereich gleichbleibender relativer Auflésung zu iibertragen. Praktisches Beispiel:
Unsere Augen kdnnen problemlos kurz in die Sonne blinzeln und dann auch 100000 Lux sehen.
Dunkeladaptiert kénnen wir wenige Einzelphotonen bereits erkennen. Das heifd3t, unsere
Sehorgane sind imstande, einen dynamischen Bereich von weit mehr als 7 Dekaden zu messen,
obwohl unsere Nerven einen dynamischen Bereich von kaum 3 Dekaden haben. Ahnliches gilt fiir
unseren Tastsinn: von 10 mg bis 10 kg kann jede/r gesunde Erwachsene sicher differenzieren.
Das sind auch 6 Dekaden. Der Trick ist, dass wir keine Notwendigkeit haben, 10 kg auf 10 mg
genau messen oder auch nur vergleichen zu konnen. Durch Logarithmieren vor der
Dateniibertragung erreichen wir genau diese sinnvolle Datenreduktion.

Das Bel (B) ist eine nach Alexander Graham Bell benannte logarithmische Hilfsmafdeinheit zur
Kennzeichnung von technischen Verhaltnismafien. (Schon wieder wurde einem Groféen etwas
weggeschnitten, bevor man seinen Namen zur Einheit erklart hat) In der Praxis ist die
Verwendung des zehnten Teils eines Bels (Dezibel, Einheitenzeichen dB) iiblich.

Bitte: Macht Euch nicht lacherlich! Die korrekte Aussprache lautet ,Dezi - Bel“, Betonung auf dem
SI - Prifix und nicht ,dezibl”.

Das Bel dient urspriinglich zur Kennzeichnung des dekadischen Logarithmus des Verhaltnisses
zweier gleichartiger Leistungs- bzw. Energiegréfien P1 und P2:

L=1 PZB—lOl i dB

In linearen Systemen verhalten sich die Leistungs- bzw. Energiegrofden P proportional zu den
Quadraten der einwirkenden Effektivwerte von elektrischer Spannung, Schalldruck und
dergleichen.

P ~ x*
Denkt beispielsweise an den elementaren Zusammenhang im Gleichstromkreis

P=U-1=U u_u
N ~ 7 R R

Sollen Verhaltnisse von Effektivwerten berechnet werden, geschieht dies tiber das Verhaltnis der
Quadrate dieser Grofden und es gilt

L=10195248 = 10192 a5 = 2019 2 ap

- gpl - gk\lz - 'gjfc\l

Durch das Quadrieren werden Pegelangaben fiir Energiegrofien und FeldgrofRen direkt

vergleichbar. So weit so gut — damit sind wir mitten in den Verwirrungen rund um das dB. Denn
einmal bedeuten 10 dB ein Verhaltnis von 1:10, ein anderes Mal 1: 3,16.1

Um die Angabe dB richtig interpretieren zu kénnen, muss man wissen, was da verglichen wird!

1 Weitergehend Interessierte studieren die wertvolle Schrift von Rohde & Schwarz Application Note
1MA98 ,dB or not dB“.



Fiir diese Lehrveranstaltungen wisst Ihr, dass dB ein logarithmisch ausgedriicktes Verhéltnis
zwischen einer Ausgangsspannung und der dazu gehorigen Eingangsspannung ist. Primar
benotigt Thr diese Grofden im Bereich der Filter und der Verstirker, eine kleine Anwendung
kommt noch bei der Spannungsmessung.

Fir Euch sind 20 dB immer 1:10.
Es gilt also:

Uout

dB

L=20lg

Logischerweise reprasentieren positive dB Werte eine Verstarkung, negative eine Abschwachung.
Folgende konkrete Werte solltet Ihr auswendig wissen (ist doch nicht so schwierig!)

dB Verhaltnis
-20 0,1

-10 0,316

-3 0,707 (1/v2)
0 1

+3 1,414 (V2)
+10 3,16

420 10

+40 100

460 1000

Vor allem fiir die Hochfrequenztechnik mit ihrem grofien Dynamikbereich ist eine logarithmische
Spannungsmessung von Absolutwerten definiert. Fiir eine Spannung mit dem Effektivwert X Veff
gilt:

XVeff
1Veff

U= ZOIg( ) dBVrms

Die Division durch 1 Veff ist notwendig, da die Logarithmusfunktion ausschliefdlich fir
einheitenlose Skalare definiert ist.

Beispiele zur Illustration:

Veff dBVrms
1m -60
10m -40
100m -20

1 0

10 +20



1. Der Kondensator und seine Grundschaltungen

1.1. Grundlagen der Elektrostatik

Jetzt geht es aber richtig los mit den reaktiven Bauelementen. Als erstes besprechen wir den
Kondensator. Wir beginnen mit der Erinnerung an die drei elementaren Eigenschaften eines
Elektrons: kugelférmig, blau und vor allem wiitend. Diese Wut nennen wir physikalisch korrekt
Ladung mit der Einheit Amperesekunden.

Va:'able Wir bauen nun diese einfache Schaltung auf: Eine einstellbare
Spannungsquelle liegt parallel zu einer Anordnung von zwei
u — ¢ voneinander isolierten, aber selbst leitenden Objekten. Wir erinnern
uns: Leitfahigkeit bedeutet, dass sich die Ladungstrager frei bewegen
+ koénnen. Wir nehmen einmal an, das seien Metallplatten. Den positiven

. Anschluss der Anordnung haben wir auf Masse gelegt.

Und jetzt geht das Spiel los: Wir haben noch Spannung 0 V eingestellt. Aber ein einziges Elektron
schleicht sich vom Minuspol der Spannungsquelle auf die obere Metallplatte und zeigt den runden,
blauen und wiitenden Zuriickgebliebenen die lange Nase. Denn nun gehort ihm die ganze obere
Platte allein und keiner kann sie ihm streitig machen. Jetzt sind wir gemein und stellen eine
minimale, aber ,h6here” negative Spannung ein. Dadurch kommen ein paar Elektronen mehr auf
die obere Platte, weil die ,elektromotorische Kraft“2 der Spannungsquelle stirker ist als die
abstofdende elektrostatische Kraft der bereits auf der Platte sitzenden Elektronen.

Da alle Elektronen einander gleich stark hassen, werden sie (abgesehen von Randeffekten) stets
gleichen Abstand voneinander halten. Daher macht es Sinn, die Besetzungsdichte auf der Platte
als skalare Grofe

Ladung

Flachenladungsdichte = Flache

|

mit der Einheit As/m? zu definieren. Rein intuitiv sollte klar sein, dass bei gleicher Spannung und
grofderer Flache auch mehr Elektronen auf die Platte passen, weil der Abstand den sie zueinander
annehmen, abgesehen von Naturkonstanten nur von der Spannung abhangt. Daher kénnen wir
rein intuitiv bereits die Fahigkeit einer solchen Anordnung definieren, bei einer gewissen
Spannung eine gewisse Anzahl an Elektronen zu beherbergen. Diese Fahigkeit nennen wir
Kapazitit mit dem Formelzeichen C und der Einheit Farad.

o Ladung Q 1A4s
Kapazitit = ——— C= — 1F = ——
Spannung U 19

Bitte: Wir wissen nicht, wer den bedeutenden englischen Physiker Michael Faraday (1791 - 1867)
um die letzte Silbe seines Namens gebracht hat, um eine wichtige Einheit der Elektrotechnik zu
benennen. Qualt ihn nicht noch weiter, indem Ihr den Namen mittels der eingefiigten
Buchstabengruppe ,hr“ zur Bezeichnung eines zweirddrigen muskelbetriebenen
Fortbewegungsmittels verunstaltet!

2 Dieser Begriff ist in Anfithrungszeichen gesetzt, da er physikalisch falsch und weitgehend historisch ist.
Gegenwartig wird er nur mehr in der Elektrochemie manchmal verwendet.



Jetzt wird es mystisch: Jedes Elektron sendet eine Feldlinie aus (elektrostatische Felder sind
Quellenfelder), die genauso blau und wiitend ist wie das Elektron selbst. Im elektrischen Leiter
kann sie sich nicht ausbreiten, nur in isolierenden Objekten, hier in den Zwischenraum zwischen
den beiden Platten. Diese Feldlinien sind allerdings nur virtuell blau, man kann sie nicht
beobachten, nur berechnen.

Ich liebe die Physik, vor allem wenn die Physiker so argumentieren und dann auf die Esoteriker
schimpfen. Manchmal wird in der Sekundarstufe der Versuch gezeigt, in einem elektrostatischen
Feld ein geeignetes feines Pulver (z.B. Lycopodium) auszustreuen, um zu sehen, wie sich dieses
Pulver im Feld orientiert. Was man bei diesem Versuch sieht, sind nicht die Feldlinien, egal was
man Euch einzureden versucht hat! Auch bei dem gleichartigen Versuch mit Magneten sieht man
nicht die Feldlinien, sondern die durch das Feld erzwungene Organisation beweglicher
Probekorper.

Da wir jedem Elektron genau eine Feldlinie zuordnen, kénnen wir im Zwischenraum eine
Feldliniendichte definieren. Diese Feldlinien sind genauso hasserfiillt wie die Elektronen selbst,
also konnen sie einander nicht kreuzen. Allerdings haben die Feldlinien eine
Richtung und sind daher vektoriell. Die Feldliniendichte oder elektrische
Durchflutung D ist die Anzahl der Feldlinien pro beobachtete Fliche. Die
Feldlinien stehen immer im rechten Winkel zu den Aquipotentialflichen. Im
homogenen Feld ist die Durchflutung tiberall gleich der Flachenladungsdichte auf 3 i E

der Platte, die das Feld hervorgebracht hat. Im inhomogenen Feld gilt das
natiirlich nicht!

Den vektoriellen Charakter der Durchflutung an dieser Stelle einzufiihren ist tiickisch3, daher
driicke ich mich vorerst genauso wie die meisten anderen Autoren um dieses Detail und schreibe

- Q
D)=~
D)= -

Ok, fiir alle die heikel sind: Die Gesamtheit der elektrischen Ladung, von der das gesamte
Flussbiindel ausgeht, ist der elektrische Fluss . Fiir diesen gilt

-

¢=f5dA
A

Damit tragt nur jener Teil des elektrischen Flusses, der normal zur Flache A steht, zum
elektrischen Fluss durch die Flache A bei. Dabei ist zu bedenken, dass der Vektor einer Flache
deren Normalenvektor ist. Jetzt zufrieden?
Dass das erlaubt ist, werdet Ihr gleich sehen. Noch dazu ist die Durchflutung sowieso keine reale
Grofde. Real ist hingegen die Kraftwirkung des elektrostatischen Feldes auf einen Probekdrper.
Wir kénnen daher dem elektrostatischen Feld eine Feldstirke zuordnen, die aufgrund der
Richtungsabhangigkeit der Kraft vektoriell ist:

Kraft = Ladung - elektrische Feldstarke

F=Q E

In der Mechanik gilt ein gleichartiges Gesetz:

Kraft = Masse - Beschleunigung

3 Die korrekte Beschreibung erfolgt im 1. Maxwellschen Gesetz.



= -
F=m-a

Nebenerkenntnis: Offensichtlich ist die Beschleunigung im Gravitationsfeld gleich der
Gravitations - Feldstarke. Das ldsst sich Giber den Gradienten des Potentials leicht nachweisen.

ai@) = - Vo)

Eine der meiner Ansicht nach geilsten Phdnomene der Natur ist die Fahigkeit des Vakuums,
elektrische Felder zu leiten. Diese Leitfahigkeit nennt man Permittivitdt mit dem Formelzeichen
€. Im Speziellen unterscheidet man dabei die Permittivitdt (frither Dielektrizitatskonstante) des
Vakuums gy mit dem ungefdhren Wert

As
& = 8,85 ' 10_12 m

und die relative Permittivitat &, die eine Materialkonstante meist zwischen 1 und etwa 10, fiir
spezielle Hochleistungskeramiken aber bis ungefahr 100000 ist.

Hinweis fiir Fortgeschrittene: Die Physiker mit ihrem Drang, Einheiten bis zur Unkenntlichkeit zu
kiirzen, schreiben statt As/Vm manchmal auch F/m. Das stimmt natiirlich, aber ob das die Welt
besser macht, lasse ich dahingestellt.

Diese Permittivitat ist das Bindeglied zwischen der mystischen Durchflutung und der realen
Feldstarke und es gilt

D=c¢ E
Da die Richtung der Kraftwirkung des elektrostatischen Feldes aber beobachtbar ist und die
Permittivitat ein Skalar, kdnnen wir die Vektor - Eigenschaft der Durchflutung sozusagen von
hinten aus der Kraftwirkung definieren.
Die elektrische Feldstiarke hangt direkt mit der Spannung zusammen, was eigentlich intuitiv sein

sollte: Ein starkes Feld ist eines, bei dem sich die Spannung iiber einen Weg r stark dndert und
umgekehrt. Daher gilt:

U= fF:-d?

In Worten: Wenn man in einem elektrischen Feld in Richtung der Feldlinien geht und fiir jedes
kleine Stiickchen Weg die Feldstarke aufsummiert, hat man am Ende die Spannung.

Hinweis: Die Umkehrung dieser Formel
U
E=—
r

sollte man sicherheitshalber nicht verwenden. Numerisch liefert sie zwar im homogenen Feld ein
richtiges Ergebnis, bleibt aber in jedem Fall die vektorielle Eigenschaft schuldig. Und die Formel

)

E=:
r

ist sowieso Schwachsinn.



Diese Formulierung ist natiirlich nicht sehr préazise. Schreiben wir ein wenig genauer: Die
elektrische Spannung zwischen den beiden Punkten A und B ist

B

WAB - —

Upsp =T=JE'drAB
A

Daher hat die elektrische Feldstarke die Einheit V/m.

Nun fiigen wir diese Bausteine zusammen, um den Wert der Kapazitit einer Anordnung
berechnen zu kdnnen, rechnen aber fiir diesen Zweck ausreichend korrekt gleich skalar:

T A-e

™|

Zusammengefasst:

Q Q €

C = = =
E-d Q dr
ey Lar [T

Diese Formulierung ist zwar ein bisschen schlampig, fiir die Berechnung der Kapazitit eines
Plattenkondensators mit konstanter Fliche A im Abstand d (gleich Integral der Lange aller
Wegstlicke dr) genligt sie aber.

€
C =

=~
Iz

Jetzt setzen wir statt des allgemeinen € noch die speziellen Werte ein

A
_gd

C = EO'ST'E

Das ist die vielleicht schon aus der Sekundarstufe bekannte Formel.

Wollen wir die Kapazitét eines Kondensators mit inhomogenem Feld berechnen, miissen wir die
Flache einer Aquipotentialfliche als Funktion des Ortes genauer beschreiben:

E(r)-d Q d
JE@)-dr fA(r)-s'dT flr;:)

Des Weiteren spezifizieren wir die Integrationsgrenzen.

€

2 dr
o)

C =




Diese Formel benutzen wir nun, um die Kapazitit einer Koaxialleitung zu berechnen. Dabei gelte:

1 Lange der Leitung

r1 Aufiendurchmesser des Innenleiters

2 Innendurchmesser des AufRenmantels

A(r) Fliche einer Aquipotentialfliche im Abstand r vom Zentrum (!) des Kabels

€ Uber die Permittivitit machen wir in diesem Beispiel keine konkrete Angabe

Als erstes miissen wir berechnen, welche Oberfliche die Aquipotentialfliche hat. Offensichtlich
ist das ein Zylindermantel, also lautet

Ary= 2w r-1

Dabei ist nur r eine Variable. Einsetzen

- 3 _ 3 _2-7T-£-l_2-7r-£-l_ 2'm-e -1 _2-7T-£-l
O 2" In(r,) —In(ry) 2
frle(r) fr122-7r-r-l frlzT ln(r)|r1 ’ ' ln7‘1

Als letztes Beispiel noch die Kapazitit einer Konduktorkugel, welche uns zu einer inzwischen
veralteten, aber hier und da noch zu findenden Einheit fiir die Kapazitat fithren wird:

Gesucht ist die Kapazitidt einer Konduktorkugel mit Radius R, diesmal mit der Permittivitat des
Vakuums:

A(r) = 4-m-7r?
£ £ 4-m-¢ 4-m-¢ 4-m-¢
C: 0 = 0 = 0= 0= 0=4'T['£0'R
[z dr [ dr f“ﬂ e it
RA(r) R 4.m-r? R 2 r 'R R

Offensichtlich ist die Kapazitit einer Konduktorkugel eine lineare Funktion ihres Radius.
Einsetzen der konkreten Werte ergibt

As F F
C=4-7-885 10712 [—] ‘R[m] ~ 1,1-1010 H —11 [p—]
Vm m cm

Daher wurde in meiner Jugend die Kapazitit manchmal noch in cm angegeben, mit der
Umrechnung 1 cm = 1,1 pF.

Wer sich dafiir ndher interessiert, schaut unter

https://de.wikipedia.org/wiki/Elektrostatisches Einheitensystem nach.
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1.2. Ladung und Entladung des RC - Tiefpassfilters im Zeitbereich

Nachdem wir nun die Kapazitit eines nahezu beliebig konstruierten Kondensators berechnen
konnen, geht es Richtung Schaltungstechnik. Dazu miissen wir uns iiberlegen, wie ein
Kondensator genau auf einen Stromfluss reagiert. Noch einmal:

oo -t
U U

Das bedeutet, dass bei fester Kapazitit die Spannung mit dem Strom und der Zeit
zusammenhdngen. Um diese schwammige Formulierung zu prazisieren, denken wir uns fiir den
Augenblick den Strom fest und liberlegen, wie sich die Spannung mit der Zeit verandert:

_I-dt
CAdu(t)

Elementarumformung

du()

I=C
dt

Und jetzt gilt diese Gleichung, auch wenn der Strom nicht zeitlich konstant ist!

Diese Gleichung ist heilig! Sie beschreibt den Zusammenhang von Spannung und Strom im
Kondensator und wird fiir so ziemlich jede diesbeziigliche Berechnung benétigt.

Diese Gleichung legt auch eine sozusagen personliche Definition des Kondensators nahe:

Ein Kondensator ist ein Bauelement, das versucht die an ihn angelegte Spannung konstant zu
halten. Das gelingt ihm (bezogen auf die Lastverhéltnisse) umso besser, je hoher seine Kapazitit
ist.

Ich empfehle auch diese Definition zu wissen, da sie abseits der mathematischen Betrachtungen
ein intuitives Verstdndnis vieler Schaltungen ermoglicht.

Wir untersuchen als nachstes diese
| Schaltung. Von links nach rechts sehen wir
eine ideale Spannungsquelle, die die feste
Spannung U abgibt. Danach einen
Umschalter, der fiir den Anfang die
Kontakte 1 - 2 verbindet und damit dafiir
sorgt, dass der rechte Teil der Schaltung
spannungsfrei ist. Zu Beginn des Versuchs
wird er umgeschaltet, damit werden die Kontakte 1 - 2 getrennt und 3 - 2 verbunden, der rechte
Teil der Schaltung wird unter Spannung gesetzt. Der Strom in das Glied R - C wird mit dem idealen
Strommessgerat I gemessen und die Spannung am Kondensator mit dem idealen Voltmeter Uc.

Schalter

Gesucht ist die Spannung Uc als Funktion der Zeit.

Wir tiberlegen: Der Strom I ist (hoffentlich offensichtlich) durch den Spannungsabfall an R und
den Wert von R gegeben:
_ U— Uc(t)

I
R

11



Des Weiteren wissen wir, dass die Spannung Uc eine Funktion des Stroms und der Zeit beziiglich
des Kapazitatswertes von C ist:

AU

I=C
dt

Aufpassen: Die Spannung am Kondensator heifdt in diesem Beispiel Uc(t)!

Da uns der Strom selbst nicht interessiert, setzen wir die beiden Gleichungen gleich:

U-Ue®) _ . dUc(0)
R B dt

Man sieht schon, dass das eine gewohnliche lineare Differentialgleichung ist. Erster Schritt:
Trennung der Variablen.

U=U(6)  dU(0)
R-C — dt

dt  dU(t)
R-C U-U.()

Jetzt kommt eine vorausschauende Umformung. Bitte passt an dieser Stelle auf, da macht man
leicht einen Vorzeichenfehler!

dt  dU(t)
R-C UJ(t)-U

Jetzt kommt ein Trick, fiir den uns die richtigen Mathematikerlnnen mit dem nassen Handtuch
prigeln wiirden. Dieses trifft uns bei diesem Beispiel gleich von rechts und von links, da wir nicht
nur vollig unreflektiert auf beiden Seiten einfach ein Integral davor schreiben, sondern auch noch
klammheimlich die inhomogene Differentialgleichung direkt integrieren. Pfui! Da die Funktionen
stetig sind und die Inhomogenitit konstant ist, klappt das. Bei der Analysis - Priifung sagt ihr aber
nicht, dass ich das geschrieben hab’...

f dt J‘ dUu.(t)
R-¢c Ju.(t)-U
Damit es keine Verwechslung der Integrationskonstanten mit der Kapazitit gibt, nenne ich sie

hier K. Da ich diese so gar nicht brauche, stelle ich eine Schlange dariiber, um sie von der im
ndchsten Schritt tatsdchlich bendétigten zu unterscheiden.

t _
—ap tR=In U - )]

Elementarumformung
_t
K-e RC=U.(t)-U
Jetzt noch die Anfangsbedingung Uc(0) = 0 einsetzen, um K zu bestimmen.

_ 0
K-e RC=0-U

12



Einsetzen

(U e RE = Up(t) - U

Elementarumformung
_t
U(t)=U—-U-e RC

t
Uty =0 (1 - e_ﬁ>
Und fertig ist die Gleichung fiir die Aufladung des Kondensators.

Mit dieser kdnnen wir noch ein bisschen spielen. Fiir die Praxis ist diese Formel meist unnotig
kompliziert.

Als erstes fithren wir die Zeitkonstante t ein

T=R-C
Einsetzen

U(6) = U (1 - e_%)

In dieser Form sind zwei feste Werte fiir t technisch relevant:

U.(t
T=1: C()=(1—e_1)z63%

U

U.(t
7="5: Cé)=(1—e-5)z99%

Das bedeutet, nach 1t ist der Kondensator zu 63% geladen und nach 5t zu 99%.
Frage an alle SchlaubergerInnen: Wann ist der Kondensator vollgeladen?

Das war die wichtigste Formel des Kondensators im Zeitbereich. (Die Entladefunktion bekommt
Ihr als Ubungsaufgabe.)

Technisch liberaus wichtig ist jede Schaltung, bei der die
Auf- und Entladung eines Kondensators iiber einen
Widerstand periodisch erfolgt, beispielsweise, weil das
RC - Glied an eine Rechteckspannungsquelle
angeschlossen wird.

Spannung

Zeit

Diese Funktion nennt man Sprungantwort.

Dadurch ergibt sich folgende Funktion, falls die Periodendauer des Rechtecksignals deutlich
grofier ist als 1: Rot ist die Eingangsspannung des RC - Gliedes, blau die Ausgangsspannung.
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Sollte die Periodendauer des Rechtecksignals deutlich
kleiner als T werden, kénnen die Auf- und Entladekurven
nicht mehr vollstdndig durchlaufen werden. Die verschliffene
Rechteckfunktion wird zu einer Dreieckspannung mit
deutlich reduzierter Amplitude verunstaltet. (In diesem
Schaubild ist blau die Eingangsspannung und rot die
Ausgangsspannung. Ich hatte das Bild lagernd und keine Lust,
es umzuzeichnen.)

)
:
.

§.

.

Lol -

14



1.3. Ladung und Entladung des RC - Hochpassfilters im
Zeitbereich

Schalter Nun probieren wir aus was passiert, wenn wir R und C
+ 3° vertauschen. Gesucht ist die Ausgangsspannung Ur als

l() ’ Funktion der Zeit.
u R Ur

! Wir tiberlegen: Der Strom I ist nun offensichtlich durch
die Spannung an R und den Wert von R gegeben:

I
R

Des Weiteren wissen wir, dass die Spannung U; eine Funktion des Stroms und der Zeit beziiglich
des Kapazitatswertes von C ist:
AU~ Uy @)

I=C
dt

I Gleichsetzen

Ur(t) =C 'd(U - Ur(t)) =C - d(U) _ d(Ur(t))
R dt h dt dt

Da U konstant ist

U@ _ . dW0)

R dt

TdV

dU.(t))  dt

Ut  R-C
fd(Ur(t)) __fi

Uu.(t) R-C
In |U.(t)| = —ﬁ+ﬁ

t
U.(t)=K-e RC

Fiir die Anfangsbedingung miissen wir ein wenig iiberlegen. Die ist ndmlich weitaus tiickischer als
beim RC - Tiefpassfilter. Dabei konnten wir zu Recht argumentieren, dass zum Zeitpunkt 0 die
Spannung Uc(0) = 0 ist.

Beim RC - Hochpassfilter kdnnen wir die Anfangsbedingung nicht einfach mathematisch
darstellen, da es sich um eine Sprungfunktion handelt. Wir miissen dieses Problem
elektrotechnisch klaren. Dafiir ist die personliche Definition des Kondensators hilfreich, dass er
die an ihm liegende Spannung nach Méglichkeit konstant halten mdchte. Zu Beginn des Versuchs
ist C entladen, die Spannung an ihm ist 0. Das bleibt auch eine infinitesimal kurze Zeit nach dem
Einschalten so! Daher beginnt der Versuch erst genau diese infinitesimal kurze Zeit nach dem
Einschalten und unsere Anfangsbedingung lautet Ur(0) = U.
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Einsetzen

t
U-(t)=U-e RC

Das ist die Sprungantwort des RC - Hochpassfilters auf der steigenden Flanke.

Fiir die fallende Flanke gilt zwar die gleiche allgemeine Losung
der Differentialgleichung, aber fiir die Anfangsbedingung
miissen wir wieder wie beim Einschalten argumentieren: C ist
bereits auf +U aufgeladen. Wenn nun der Schalter auf Masse
geschaltet wird, liegt der linke Anschluss von C auf Masse. Da C
aber auf +U aufgeladen ist, liegt der rechte Anschluss von C fiir
eine infinitesimal kurze Zeit nach dem Umschalten aufgrund der
gespeicherten Ladung auf -U. Daher lautet unsere
Anfangsbedingung fiir die fallende Flanke Ur(0) = -U.

Einsetzen

t
U.(t) = —U-e RC

Die tolle Konsequenz dieses Aufbaus ist, dass aus einer positiven Rechteckspannung negative

Spannungsimpulse generiert werden.

-
n
n

DE‘
-3
=

GND vcC H—o

Diese Schaltung wird gerne verwendet, um ohne Spulen (die sind
a1 B Bl teuer und produzieren elektromagnetische Storfelder) und mit

}—l |—4'L<1T -sv  minimalen Kosten aus einer positiven Spannung eine negative mit

T 0_Schottiy == C2 einer Belastbarkeit von maximal ein paar Milliampere zu
gewinnen.  Irgendein  freies Logikgatter =~ und  eine
L Rechteckspannung finden sich meist von selbst.
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1.4. Die Eigenschaften des Kondensators im Frequenzbereich

Man kann die Schaltung fiir das Auf- und Entladen (RC - Tiefpassfilter) auch als Spannungsteiler
zeichnen, wenn man eine Wechselspannungsquelle verwendet:

Wir sehen die Wechselspannungsquelle, deren

R
o ® Ausgangsspannung wir mit dem AC - Voltmeter Ui messen.
('\F C\b‘ _L : Darauf folgt der Spannungsteiler R - C. Die Spannung am
Ui c Uo
) T v,

Kondensator messen wir mit dem AC - Voltmeter Uo. An sich
haben wir gelernt, die Ausgangsspannung eines
Spannungsteilers zu berechnen. Diese miisste also so lauten:

Cc
Vo= Ui 73¢

Leider merken wir spitestens bei der Kontrolle der Einheiten, dass das ein Bloédsinn ist. R mit der
Einheit V/A kann man nicht zu C mit der Einheit As/V addieren.

Probieren wir also, den Widerstand von C zu berechnen. Wir fiithren
die iibliche Widerstandsmessung mit der Bestimmung von Spannung
und Strom und danach der Anwendung des Ohm'’schen Gesetzes
durch. Da wir diesen Versuch in einer idealen Welt durchfiihren, stellt
sich die Frage nach spannungsrichtig und stromrichtig nicht.

Die Momentanspannung u(t) mit der Amplitude A und der
Kreisfrequenz 2ntf = w ist gegeben

u(t) = A-sin (wt)
Der Strom ergibt sich gemaf3 der Kondensatorgrundgleichung

du

I=C —
dt

Zu

. d(u(t)) _c .d(A -sin(wt))

i(t)y=C T T =C -A-w-cos(wt)

Einsetzen in das Ohm’sche Gesetz:

_u(t) A - sin (wt) _
i) C-A-w-cos(wt) w-C

- tg(wt)

Das war offensichtlich ein Schlag ins Wasser, denn ein Widerstandswert, der in jeder Periode zwei
Mal zwischen -oo und +o0 pendelt, bringt uns nichts. Daher miissen wir das anders machen. Diese
komplexe Wechselstromrechnung wurde vom amerikanischen Elektrotechniker Arthur Edwin
Kennelly (1861 - 1939) um das Jahr 1893 entwickelt. Dazu setzen wir ausschliefilich
sinusférmige Spannungen voraus.

Die komplexe Wechselstromrechnung funktioniert ausschliefflich mit sinusférmigen
Spannungen!

17



Man kann die komplexe Wechselstromrechnung verschieden darstellen, ich bleibe hier bei einer
eher intuitiven Sicht der Dinge. Das heifst nicht, dass es nicht andere und je nach Einsatzzweck
bessere oder korrektere Darstellungen gibt!

Als wir vor vielen Jahren die Sinusfunktion kennengelernt haben, so wurde

sie uns im Einheitskreis gezeigt: Ein Zeiger im Winkel ¢ ergibt einen s
Schnittpunkt mit dem Einheitskreis. Den y - Wert dieses Schnittpunktes ’
nennen wir sin(¢) und den x - Wert nennen wir cos(¢). Lassen wir den
Zeiger mit konstanter Geschwindigkeit w rotieren, so erhalten wir zum | Sty
Zeitpunkt t den Schnittpunkt P(cos(wt), sin(wt)). Fiir w = 1 rotiert der Zeiger 4
ein Mal pro Sekunde. (Deshalb mussten wir die Kreisfrequenz einfiihren.) ~1
Gemafs Onkel Leonhard kénnen wir jeden Punkt auf dem Einheitskreis auch

als komplexe Zahl auffassen:

e/? = cos(p) + j - sin (@)

Ich schreibe hier bereits die imagindre Einheit j, wie in der Elektrotechnik tiblich, um diese nicht
mit dem Symbol fiir den Momentanstrom zu verwechseln.

Die komplexe Zeigerdarstellung einer sinusformigen Wechselspannung mit einer Amplitude von
1 Vlautet daher (fiir den Fall, dass wir bei 0 beginnen)

u(t) = e/t
Schaut komisch aus. Denn wieso ist eine Spannung auf einmal komplex? Darauf eine plausible
Antwort zu geben, war das grofde Verdienst von Herrn Kennelly. Diese Antwort kann man
verschieden formulieren, bei mir lautet sie:
Wird die Spannung komplex dargestellt, so kann lediglich ihr Imaginérteil beobachtet werden. Thr
Realteil bleibt hinter den Kulissen verborgen, wir konnen lediglich aufgrund der Mathematik
ahnen, dass er da ist, messen kénnen wir ihn nicht.
Etwas akademischer formuliert man:

u(t) = Im[e/®Y]

Wie auch immer, probieren wir das Problem des Widerstandes eines Kondensators mit dieser
Methode zu l6sen:

Die Momentanspannung u(t) mit der Amplitude A und der Kreisfrequenz 2nf = w ist gegeben
u(t) = A-elot

Der Strom ergibt sich gemaf$ der Kondensatorgrundgleichung zu

d(u(t)) _c d(A-elot) 3
e =C

it=c¢C - =C-Aj w-elt

Einsetzen in das Ohm’sche Gesetz. Aber damit wir den Wechselstromwiderstand vom
Gleichstromwiderstand unterscheiden, nennen wir ihn Impedanz und geben ihm das
Formelzeichen Z. Die Einheit Ohm [()] bleibt erhalten.

_u(t) A-elot 3 1
i) C-Ajw-elt jew-C
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Uff, das sieht schon besser aus, jedenfalls haben wir einen zeitkonstanten Wert erhalten. Fraglich
ist, was das j im Nenner heifden soll. Uns hat man immer erzahlt, dass die imagindre Zahl auch nur
eine Zahl ist, vor der wir keine Angst haben sollen, und mit der wir rechnen wie mit jeder anderen.
Also probieren wir, wie sich die komplexe Impedanz auf das Ohm’sche Gesetz auswirkt. Gegeben
ist die Spannung u(t) und wir wollen den Strom i(t) wissen:

u(t) A ejot

z _1
jrw-C

i(t) = =A-Cjw-e®=A4-C-w-j-(cos(wt)+ j-sin (wt))

i(t)=A-C-w-(j-cos(wt) —sin(wt)) = A-C-w - (—sin(wt) + j - cos(wt))

Jetzt erinnern wir uns an das Axiom der komplexen Wechselstromrechnung, dass ausschliefdlich
der Imaginarteil beobachtet werden kann. Folglich fiihrt eine beobachtbare Spannung

u(t) = A - sin (wt)
am Kondensator zu einem beobachtbaren Strom
i(t)=C-w-A-cos(wt)
Ist doch ganz einfach: Das j dreht den Funktionsausdruck um 90°.
Nebenbei: Natiirlich kann man diese ganze Ableitung komplizierter machen, indem man den
Zeiger nicht bei 0° beginnen lasst. Das dndert am Prinzip der Sache gar nichts, man muss nur noch

einen Winkel mitschleppen.

Zur beliebten Frage der Richtung der Impedanz: Elementarumformung liefert

1 J

7 = =
jrw-C w-C

Daher ist die Impedanz des Kondensators negativ, da ihr Zeiger auf -90° zeigt.

Richtungsangaben halte ich personlich sowieso fiir problematisch, da beispielsweise bei den
gerne verwendeten Zeigerdiagrammen auch einmal der Strom auf der x - Achse steht und dann
schaut die Welt schon wieder anders aus.

Eigentlich wollten wir aber die Ubertragungsfunktion des RC - Spannungsteilers berechnen.
Schauen wir einmal, ob das jetzt klappt:

VA
Vo= Ui vz

Oder gleich im Hinblick auf die Ubertragungsfunktion H

1

C B 1
" 1+4+j-w-R-C

jrw
R-j-a)-C+ 1
C jrw-C jrw-C

Hey~ Ve 2 _
(w_Ui_R+Z_R

J
+
J

-C
1
s

Hinweis: Wie so oft, sind die Variablennamen fiir die Ubertragungsfunktion nicht so fix. Man liest
auch A (Amplitudenverhiltnis) oder G (Gain). Ich personlich nehme das nicht so genau, in
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anderen Lehrveranstaltungen miisst Thr halt aufpassen, wie die Ubertragungsfunktion dort
genannt wird.

Um diese langliche Formel etwas zu kiirzen, fiihren wir die dimensionslose Grof3e ,normierte
Kreisfrequenz“ ein

N=w-R-C

Ich habe das nicht erfunden, dafiir dasselbe Symbol zu verwenden wie fiir den Widerstand, aber
was soll ich machen. Damit vereinfacht sich die Ubertragungsfunktion des RC - Spannungsteilers
zu

aey e Yo 1
D = U, 1+j-0

Was soll das konkret heifden? Interpretieren wir die komplexe Zahl H in Polarkoordinaten, so ist
der Radius das Verhiltnis der Amplitude der Ausgangsspannung zur Amplitude der
Eingangsspannung und der Winkel ist eben der Winkel zwischen Ausgangsspannung und
Eingangsspannung. Mathematisch rechnen wir H einmal auf eine ordentlich angeschriebene
komplexe Zahl um

1 1-j-0) 1-j-0 1 0
1+ 0?

Uo
H(.Q) = F J

L 1+j-0 A+-0OA-j-0) 1+02 1+02

Dann rechnen wir auf Polarkoordinaten um

2 2
- J(1 +1!22) * (1 fm) ‘= J(1 +1!22)2 a fm)z N

- 1+0% T 1 1
A+t J1+0) Ja+02) JA+ (@ R 0)2)

0

1 .
=IO = |1+!22_]1+!22

(Ich weif3, das ware auch einfacher gegangen.)

@ = arctan——=—"—= —arctan ) = —arctan (w - R - C)

Damit haben wir den Amplitudengang und den Frequenzgang dieses Spannungsteilers berechnet.
Aufgrund der offensichtlichen Abhangigkeit der Ausgangsspannung von der Frequenz nennen wir
einen solchen Aufbau Filter.

Nun versuchen wir, diesen recht abstrakten Formeln ein wenig Realitdt einzuhauchen.
Im ersten Schritt setzen wir (0 gleich 0, 1 und unendlich, nur um eine erste Idee zu bekommen.
FirQ=0

1
H(0) = ———=1

Ja+0D

@ = —arctan (0) =0
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Bei Gleichspannung ist die Ausgangsspannung also genauso grof wie die Eingangsspannung und
der Phasenwinkel ist 0, also hat dieses Filter die Eingangsspannung nicht verdndert.

FirQ1=1

1

1
S Jarmy V2

@ = —arctan (1) = —45°

H(1) ~ 0,707 = —3dB

Dieser Wert der Ausgangsspannung gleich der Spannung am Kondensator befremdet. Berechnen
wir sicherheitshalber die Spannung am Widerstand:

Es gilt
1
Uu_ Z _ jwcC
Uy R+Z 1
L R+].w.C
folglich
u R R _ R jrw-R-C
Ui_R+Z_R+ 1 —1+j-w-R-C 1+4j-w-R-C
jrw-C jrw-C
Q=1
Ve J __JA-p) _1+j_1 ]
u, 1+ QA+p)H-AQ-) 2 2 2
Betrag

=l - (@ [0+ - fi- o

@ = arctan4- = arctan 1 = 45°

N R[N

Eine unangenehme Uberraschung: Bei Q = 1 sind die Spannungen am Widerstand und am
Kondensator gleich, namlich ungefahr 70 % der Eingangsspannung. (Nebenbei stehen die beiden
Spannungen zueinander um 90° versetzt) Das zweite Kirchhoffsche Gesetz ist daher
offensichtlich bei Wechselspannung am RC - Glied nicht mehr giiltig, wenn man die beiden
Spannungen getrennt misst! Nur wenn man beide Spannungen geometrisch addiert, dann stimmt
es wieder. Probiert das aus!

Der Umstand, dass bei 1 = 1 die Spannungen am Widerstand und am Kondensator gleich sind,
rechtfertigt eine besondere Bezeichnung: Diese Frequenz nennt man Grenzfrequenz fg.
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(Die Begriindung fiir diese Formel diirft Ihr als Ubung selbst nachrechnen.)
Der Zusammenhang zwischen Grenzfrequenz und -3dB Abschwiéchung ist essentiell.

Fir Q = oo

1
H(®)= ——— =0

VA + ()?)
@ = —arctan (o) = —90°
Bei unendlicher Frequenz ist daher die Ausgangsspannung 0 und die Phasenverschiebung -90°.

Fiir Frequenzen weit oberhalb der Grenzfrequenz gilt die Naherung

H@Q) =

1 1
Ja+an?) o

Das bedeutet, dass bei 10 facher Frequenz die Ausgangsspannung auf 1/10 sinkt. Bei 100 facher
- na lhr wisst schon. Samtliche Filter, bei denen dieser Wert gilt, also das Absinken der
Ausgangsspannung auf 1/n bei n - facher Frequenz, nennt man Filter 1. Ordnung.
Schaltungstechnisch sind sie dadurch gekennzeichnet, dass sie genau 1 Bauelement mit
komplexem Widerstand (also Spule oder Kondensator) haben. Tragt man in einem Diagramm das
Verhdltnis Ausgangsspannung zu Eingangsspannung als Funktion der Frequenz
doppellogarithmisch auf, erhdlt man bis knapp vor die Grenzfrequenz eine Horizontale. Knapp
nach der Grenzfrequenz ergibt sich eine fallende Gerade mit der Steilheit 1, in diesem Fall
20dB/Dekade. Da eine Dekade ein Verhaltnis von 1:10 ist, sollte dieser Zusammenhang intuitiv
sein.

Im Bereich Musik und Audio ist eine Dekade wenig praktikabel. Man gibt hingegen 6 dB/Oktave
an, was dasselbe ist. (Warum?)

00
T I A A A Flr die graphische Darstellung der
g_o_mo Ubertragungsfunktion eines Systems# hat sich das Bode
| - Diagramm etabliert. Hendrik Wade Bode (* 24.
-60°|— Dezember 1905 in Madison, Wisconsin; 1 21. Juni 1982
in Cambridge (Massachusetts)) war ein US-
'90;0-2 1071 100 10" nz 102 amerikanischer Elektrotechniker.
0dB
H
-20dB
TR AT 100 10" Hz 10

Unter Bode - Diagramm versteht man eine Darstellung von zwei Funktionsgraphen: Ein Graph
zeigt den Betrag (Amplitudenverhdltnis), der andere das Argument (die Phasenverschiebung)
einer komplexwertigen Funktion in Abhdngigkeit von der Frequenz. Diese Art der Darstellung ist
nach Hendrik Wade Bode benannt, welcher diese Diagramme bei seinen Arbeiten in den Bell
Laboratories in den 1930er Jahren benutzte.

4 Text und Graphik unter Verwendung von Inhalten aus https://de.wikipedia.org/wiki/Tiefpass,
Download am 23.04.2020.
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In unserem Modul ist es iiblich,

> auf der Abszisse den Logarithmus der Frequenz aufzutragen,

» in der Graphik fiir das Amplitudenverhiltnis die Ordinate in dB anzugeben
» und in der Graphik fiir die Phasenverschiebung die Ordinate linear in Grad.

Bitte haltet das auch so, sonst werdet Ihr noch mehr verwirrt!

Solltet IThr Bode - Diagramme anderer Autoren durcharbeiten, Bode Piot

schaut als erstes auf die Achsenbeschriftungen! Auf der Abszisse 0
findet man statt der Frequenz in Hz auch die Kreisfrequenz in rad/s. 2 L

Vs=+15

RL=2k

N CL=100pF

Die Ordinate fiir das Amplitudenverhaltnis wird manchmal auch
linear geteilt. Das ist natiirlich nicht nett, da man dann den schonen

-
=

LI 5o

TTTT

GAIN (dB)

1:1 Abfall nicht mehr sieht, sondern eine krumme Linie. Und wo auf

1) N
GAIN

|
-
=

der Ordinate fiir die Phasenverschiebung 0° sind, da gibt es auch

3

|
[
o

unterschiedliche = Meinungen. Natiirlich kann man das

|
8

Amplitudenverhaltnis oben oder unten zeichnen, manche bésen
Zeitgenossen zeichnen dies auch iibereinander. —»

=]
-

Fiir jede Art von Verwirrung ist also gesorgt, haltet daher Euren Geist klar!

1 10
FREQUENCY (MH2z)

100

PHASE
0

($334930) ISYHd

|
o
o

—-100

-150
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1.5. Die Berechnung der Ubertragungsfunktionen von Filtern

Die Berechnung der Ubertragungsfunktionen von Filtern geschieht mittels
Differentialgleichungen. Diese sind zwar eindeutig losbar, die Formelmanipulation ist aber
Jlanglich“. Mittels Laplace - Transformation werden die Berechnungen weitaus einfacher, falls die
Korrespondenztabellen und die Tabellen der Partialbruchzerlegungen zur Hand sind. Falls!
Ansonsten wird die Berechnung ,langlicher” und vor allem mathematisch mehr als anspruchsvoll,
vor allem die Riicktransformation. Aber auch die effektive Partialbruchzerlegung fordert
mathematisches Geschick.

. R
Beispiel: Die Berechnung der Ubertragungsfunktion des RC - — 1
Tiefpass - Filters mittels Laplace - Transformation. Die S : _L §
Ui G Uo
7 T b,
1 . .

Eingangsfunktion ist eine Sinusfunktion.

Ganz kurz: Die Laplace - Transformation ist eine
Integraltransformation, dhnlich der Fourier - Transformation.
Das zentrale Problem der Fourier - Transformation ist, dass sie oft genug und gerade bei den
technisch wichtigen periodischen Funktionen nicht konvergiert. Als erstes beschrankt man den
Funktionsbereich auf positive Werte, was bei technischen Gegebenheiten sowieso immer der Fall
ist. Des Weiteren muss man die Funktion bedampfen, was am einfachsten mit einem Abklingen
nach einer e - Funktion geschieht. Im Endeffekt muss natiirlich die Abklingfunktion sinkend sein!
Man erginzt daher

s=oc+jwmito>0

und bildet die Laplace - Transformation

F(s) = j F©)- eStdt = LF(D)
0

Fiir den Strom im Kreis gilt daher

Us) UG

R+Z(s) R+ic
S

I(s) =

Eingangsspannung
u(t) = A -sin(wt)

Transformation in den Bildbereich laut Korrespondenztabelles

sin(at) o-e
(at) s? + a?

Die Laplace - Transformation ist linear

Us) = A - ——
5= s? + w?

Einsetzen

5 Beispielsweise bei Bartsch, 23. Auflage, S.639ff.
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1(5) = —4
und damit
- >
Ues) 1 R (s’+w?) 1
Ve =l 260 ="""T "5¢=" "1 "5¢~ " IEsRC ¢
sC sC sC
w
Uc(s) =A -
(s + w?) (1 + sRC)
Ue(s) = A 1 1
c(s) = T —
RC (2, . 2v.( L
(s? + w?) (R ct s)
Vereinfachung
1
“TRce
1
U =A- .-
€(s) @-a (s?2+w?)-(s+a)
Partialbruchzerlegung
1 A Bs+C A(s? + w?) (s+a)(Bs +0)

(s2+w?) (s+a) - (s+a) + (s? + w?) - (s+a)(s?+w?) (s+a)(s? +w?)

1 AT+ 0d) (s +a)(Bs + ()
(s2+wd) (s+a) (+a)(s?+w?) (s+a)(s?+w?)

A’ +w?)+(s+a)(Bs+0) =1
As? + Aw?® + Bs? 4+ Cs+Bas+Ca=1

As? +Bs? =0
Cs+Bas=0
Aw?* +Ca=1

A+B=0
—Ba*—-Ca=0
Aw? +Ca=1

—Aw? —Bw?* =0
Aw? —Ba*=1

—Ba’ - Bw? =1
B(a? + w?) = -1
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-1

B=——
(a®? + w?)
_ 1
(a2 + w?)
c L -0
T @ rwd)
- a
~ (a? + w?)
Einsetzen
1 -1 s+ a
B 1 B (a2 +w?)  (a®>+w?)” * (a® + w?)
Ue()=A-w-a: (sz+a)2)-(s+a)]_A “ITera (s2 + w?)
1 -1 < a
Aow-a (a? + w?) N (a? + w?) (a? + w?)
(s+a) (s? + w?) (s? + w?)

1 S a
Ao 'a.[(s+a)-(a2+w2)_(sz+a)2)-(a2+w2)+(sz+w2)-(a2+w2)]

Aw-a 1 S N a W
(@®>+w?) |+a) (s?+w?) o (s2+w?)
Ricktransformation
1 oo p—at
(s+a)
s
m &0 COS (wt)
a) .
m *o SIn (a)t)
Einsetzen
Ue(t) = 28 et — cos (w ) + 2 - sin (w0
c _(a2+a)2) e cos (wt) > sin (w t)
_ 1
TR ¢C
Ue(t) = Ao ®0 O+ in (¢
TR o) s @Ot ooy @
R-C
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wRC ¢

Uc(t) ZA'W. e ®O —cos(wt)+ - sin (w t)

1
w(R- C)
Das ist die allgemeine Ubertragungsfunktion des RC - Tiefpassfilters erster Ordnung.

Wie kommen wir nun von dieser Anakonda zur bereits bekannten Ubertragungsfunktion im
eingeschwungenen Zustand?

Als erstes nehmen wir aus obiger Formel der kompletten Ubertragungsfunktion das
Einschwingverhalten heraus, da dieses innerhalb von wenigen Perioden sowieso exponentiell
nach Null strebt.

wRC 1
1+ (wRC)? L(wRC)

Uc(t) = A - sin (w t) — cos (w t)]

Wir wollen ja den Ubergang zur Ubertragungsfunktion, also auf das

mit
Ui =A" sin(wt)

Daher

A

1 +a()<§1§C)2 ' [(w}?C) - sin (w t) — cos (w t)]

Hw) = A -sin (wt)

wRC [ 1
1+ (wRC)?* |(wRC)
sin (w t)

-sin (w t) — cos (w t)]
H(w) =

_ (wRO) 1 cos(wt)
H((l))— 1+(wRC)2[(a)RC) sin(u)t)

(wRC) 1 (wR C) (cos(wt))
1+ (wRC)? ' [(w RC) (wROC) (sin(wt)

H(w) =

H(w) =

(wR C) (cos(w t))
1+ (WRC)? [ B (sin(w 1)) ]

Jetzt die mathematisch falsche, aber elektrotechnisch korrekte Umrechnung

cos(wt) =j - (sin(wt)

B _(a)RC)-j-(sin(oot)

Hw)= 1+(a)RC)2.[ (sin(w t)) ]
_ L _1—j'(a)RC)
)= Twrey 1 @ROI= 70 Ro7
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Wir erinnern uns

1 _ 1 1
14a®> 1+ja 1—ja

Anwenden

(1—jwRC)

HO) = 7w RO =j 0RO

Und wir haben es schon geschafft!

1

H) = 7 ere

Damit ist durch Weglassen des Einschwingterms und der elektrotechnischen Umrechnung der
Kosinus - Funktion die Riickverbindung zur Ubertragungsfunktion gelungen.
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1.6. Der kapazitive Blindwiderstand

Zum Abschluss unserer Betrachtungen tiber den Kondensator noch eine Vereinfachung. Fiir viele
Anwendungen, gerade wenn es Richtung Elektromechanik und Elektroinstallation geht, braucht
man diese viele Mathematik gar nicht. Ein praktisches Beispiel: Wir méchten eine kleine 10V 1W
Kontroll - Lampe an der Netzspannung betreiben.

R
Il Il Also berechnen wir den Widerstandswert von R
U 230V-10V
230V 10v 0.1A R=—=——7/—=22k

B 014

und die Leistung an R
P=U-1=230V-10V)-01A=22W

Keine gelungene Konstruktion, wenn fiir den Betrieb eines 1 W Lampchens 22 W Warmeabgabe
zu beklagen sind. Aber wir wissen doch, dass ein Kondensator dem Wechselstrom einen
Widerstand entgegensetzt. Nachdem uns fiir diese Anwendung nur der Wechselstromwiderstand
interessiert und nicht die Phasenlage, brauchen wir nur den Betrag von Z. Und weil dieser
dermafien wichtig ist, bekommt er einen eigenen Namen: Kapazitiver Blindwiderstand X.. So
nebenbei spezifizieren wir hier die Impedanz eines Kondensators mit Z.. (Fiir die Spule werden
wir dann Z;, schreiben.) Wir definieren

1 |_ 1 _ 1
jrw-Cl w-C  2m-f-C

Xc=|Zc|=|

Diese Formel kann man auch einem Elektromonteur zumuten.

Ausrechnen der konkreten Werte: Wir wissen, dass wir einen Widerstand von 2,2 k() bendtigen
und die Netzfrequenz 50 Hz betragt.

1 1
C = =
2-m-f-X, 2-m-50Hz-2,2kQ

=~ 1,5 uF
Jetzt miissen wir noch die Leistung berechnen:
T

P = fu(t) “i(t)dt =

0

A-sin(wt)*A-C-w - cos(wt)dt =A*-C-w - | sin(wt) * cos(wt)dt =

R SN
R SN

Das Integral schauen wir nach

U=y

A’ C-w

1 _
P= A%2-C-w -—-sin®*(wt -
@ 2wt sin“(w )If 2wt

+ [sin? (a) %) —sin?(w - 0)]

o

2,

p =
2t

- [sin?(2m) — sin?(0)] = 0
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Wie praktisch: Die Leistung am Kondensator ist {iber ganze Perioden
Null. Genauere Analyse dieser Gleichung zeigt, dass im Lauf jeder halben
(1) Periode Leistung zuerst in den Kondensator flief3t und dann wieder
zurlick. Dieses Phanomen nennt man Blindleistung. Es ist logischerweise
bei den Netzbetreibern &dufierst unbeliebt und wird bei grofieren
Verbrauchern auch unnachgiebig mit erhdhten Netzgebiihren bestraft.

Fortgeschrittene lesen unter
https://de.wikipedia.org/wiki/Blindleistung nach. Fiir unsere
Lehrveranstaltungen ist dieses Thema ohne Bedeutung.

Input:
sin(x) cos(x)

Plots:
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1.7. Ubungen

An einem Verstarker liegen am Eingang 12 mVrms. Der Eingangswiderstand betrdgt 10 k(). Am
Ausgang liefert er 12 Vrms an einem Lastwiderstand von 4 Q.

a) Wie viele dB Spannungsverstarkung hat der Verstarker?

b) Wie viele dBVrms liegen am Ausgang?

c) Wie viele dB Leistungsverstarkung hat der Verstarker?

d) Wie viele dBu liegen am Ausgang?

e) Wie viele dBm werden vom Widerstand in Warme umgewandelt?
f) Wie viele dBW werden vom Widerstand in Warme umgewandelt?

Auf einer 1 dm? groRfen Metallplatte befinden sich 10¢ Elektronen. Berechne die
Flachenladungsdichte o.

Zwei 1 cm? grofRe Metallplatten sind auf den beiden Seiten eines 0,1 mm dicken Isolierwerkstoffes
mit der relativen Permittivitat & = 4 montiert. Berechne die Kapazitat dieses Aufbaues. Gib den
Wert mit dem angemessenen SI - Prifix an.

Gesucht ist der Kapazitdtswert einer Konduktorkugel mit 2 m Durchmesser (!) im Vakuum. Der
Kapazititswert ist einerseits mit dem gebrduchlichen SI - Prafix, andererseits im
elektrostatischen CGS - Einheitensystem anzugeben.

Berechne die Funktion der Entladung des Kondensators im RC - Tiefpass.

Schalter | Wir untersuchen diese Schaltung. Von links
nach rechts sehen wir eine ideale
Spannungsquelle, die die feste Spannung U
abgibt. Danach einen Umschalter, der fiir den
Anfang die Kontakte 1 - 2 verbindet und
damit daflir sorgt, dass der Kondensator
—-— vollig aufgeladen ist. Zu Beginn des Versuchs
wird der Schalter umgeschaltet, damit werden die Kontakte 1 - 2 getrennt und 3 - 2 verbunden,
der der Kondensator wird langsam entladen. Der Strom in das Glied R - C wird mit dem idealen
Strommessgerat | gemessen und die Spannung am Kondensator mit dem idealen Voltmeter Uc.
Gesucht ist die Spannung Uc als Funktion der Zeit.

Berechne die Grenzfrequenz eines RC - Filters in Hertz.

Im Bereich Musik und Audio ist die Angabe 20 dB/Dekade wenig praktikabel. Man gibt hingegen
6 dB/Oktave an, was dasselbe ist. Begriinde diese Gleichsetzung:

Berechne die Ubertragungsfunktion eines RC - Hochpassfilters. Skizziere die Schaltung.
Berechne dazu die Grenzfrequenz sowie die Abschwachung und die Phasenlage bei
Grenzfrequenz. Skizziere das Bode - Diagramm.
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Eine 10 V2 W Kontroll - Lampe ist energiesparend an der Netzspannung zu betreiben. Wie machst
Du das? Berechne die notwendigen Werte.
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1.8. Ubungen - Losungen

An einem Verstarker liegen am Eingang 12 mVrms. Der Eingangswiderstand betrdgt 10 k(). Am
Ausgang liefert er 12 Vrms an einem Lastwiderstand von 4 Q.

a) Wie viele dB Spannungsverstarkung hat der Verstarker?

=20+x3=60dB

L=201g12mv =

b) Wie viele dBVrms liegen am Ausgang?

12V
L =20 1g W = 21,6 dBVrms

c) Wie viele dB Leistungsverstarkung hat der Verstarker?

122
L= 1010 - —101g 22 10° 25 107 = 94 dB
= VY T omE T U 8576 106 Bt AU T
10000

d) Wie viele dBu liegen am Ausgang?

L=201s —2"  _5384B
V8 07746y T CO AP

e) Wie viele dBm werden vom Widerstand in Warme umgewandelt?

122
T 6 ;
L=101 = 10lg—— = 101g36 * 10° = 45,6 dB
90,001 81« 103 §o0* D anm

f) Wie viele dBW werden vom Widerstand in Warme umgewandelt?

122
T 36
L=10lg —— =10lg==101g36 = 15,6 dBW

Auf einer 1dm? groRfRen Metallplatte befinden sich 106 Elektronen. Berechne die
Flachenladungsdichte o.

Q 10°-16-107% 1, As
o=_= 102 = 1610715

Zwei 1cm? grofe Metallplatten sind auf den beiden Seiten eines 0,1mm dicken Isolierwerkstoffes
mit der relativen Permittivitat & = 4 montiert. Berechne die Kapazitat dieses Aufbaues. Gib den
Wert mit dem angemessenen SI - Prifix an.

-4

A L, . 10
C =g g —=88510"7 4 - =354pF
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Gesucht ist der Kapazitdtswert einer Konduktorkugel mit 2 m Durchmesser (!) im Vakuum. Der
Kapazitatswert ist einerseits mit dem gebrauchlichen SI - Prifix, andererseits im
elektrostatischen CGS - Einheitensystem anzugeben.

A(r) = 4-m-r?

£ £ 4-m-¢ 4-m-¢ 4-m-¢

C: 0 = 0 = 0: 0: 0:4"7T'80'R
foo dr J-oo dr fooﬂ —1|O° 0_—1
R A(r) R 4.m-r? R 2 r 'R R

Einsetzen der konkreten Werte ergibt
As
C = 4-n-8,85-10_12m- 1[m] ~1,1-107t F=111pF

Im elektrostatischen CGS - Einheitensystem sind das 100 cm. No na...

Berechne die Funktion der Entladung des Kondensators im RC - Tiefpass.

Schalter | Wir untersuchen diese Schaltung. Von links
- nach rechts sehen wir eine ideale
Spannungsquelle, die die feste Spannung U
abgibt. Danach einen Umschalter, der fiir den
Anfang die Kontakte 1 - 2 verbindet und
damit daftir sorgt, dass der Kondensator
vollig aufgeladen ist. Zu Beginn des Versuchs
wird der Schalter umgeschaltet, damit werden die Kontakte 1 - 2 getrennt und 3 - 2 verbunden,
der der Kondensator wird langsam entladen. Der Strom in das Glied R - C wird mit dem idealen
Strommessgerat [ gemessen und die Spannung am Kondensator mit dem idealen Voltmeter Uc.
Gesucht ist die Spannung Uc als Funktion der Zeit.

Der Strom I ist durch die Spannung an R und den Wert von R gegeben (auf das Vorzeichen
aufpassen!):
U®)
R

Des Weiteren wissen wir, dass die Spannung Uc eine Funktion des Stroms und der Zeit beziiglich
des Kapazitatswertes von C ist:
dUu.(t)

I=C
dt

Da uns der Strom selbst nicht interessiert, setzen wir die beiden Gleichungen gleich:

_U® _ U

R dt
TdV

dt  dU(t)

R-C  U.(t)

f - Rd-tc - f dulic((tt))
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t —
_ﬁ-l_ K=1In |Uc(t)|

t
K-e RC = U,(t)

Die Anfangsbedingung Uc(0) = U einsetzen, um K zu bestimmen.

0

K-e RC=U
K=U
Einsetzen
t
U-e RC=U,t)
Seitenwechsel

t
U.(t) =U-e R

Und fertig ist die Gleichung fiir die Entladung des Kondensators.

Berechne die Grenzfrequenz eines RC - Filters in Hertz.

Grenzfrequenz bedeutet, dass (1 = 1 ist.

Elementarumformung
1
Y= ke
Wenn w die Grenzkreisfrequenz ist, gilt
w=2T1f,
Elementarumformung
1
g 2w RC

Im Bereich Musik und Audio ist die Angabe 20 dB/Dekade wenig praktikabel. Man gibt hingegen
6 dB/Oktave an, was dasselbe ist. Begriinde diese Gleichsetzung:

1 Dekade ist ein Frequenzverhaltnis von 1:10
1 Oktave ist ein Frequenzverhaltnis von 1:2

20 dB sind ein Spannungsverhéltnis von 1:10

U
20 = ZOIgOTutdB 5 lg Uy =1- Uy = 10

6 dB sind ein Spannungsverhaltnis von 1:2

Uout

6 =201lg dB - 1lg Uyt =03 > Uy =2

Daher sind beide Angaben gleichwertig.
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Berechne die Ubertragungsfunktion eines RC - Hochpassfilters. Skizziere die Schaltung.
Berechne dazu die Grenzfrequenz sowie die Abschwachung und die Phasenlage bei
Grenzfrequenz. Skizziere das Bode - Diagramm.

o—|}———
C

Ue R Ua

O— * O

Die Ubertragungsfunktion H eines RC - Hochpassfilters lautet

U, R R R jrw-R-C j-n
U. R+Z R4 1 1+j-w-R-C" 1+j-w-R-C 1+j-0
jrw-C jrw-C

Bei Grenzfrequenz gilt 0 = 1

Ua J jJa-n 145 1

U, 1+j (+) - 2 2

o= (B0 [+ 0)- g

@ = arctan

j
+ -

2
Betrag

= arctan 1 = 45°

[N\

Die Ausgangsspannung betragt daher -3dB, der Phasenwinkel +45°.

Das Bode - Diagramm

Amglitudengang Phasengang
T T T

40

'
' '

b s S S S S
' '

Betrag a(w) ! dB
Phase glw)

Eine 10 V2 W Kontroll - Lampe ist energiesparend an der Netzspannung zu betreiben. Wie machst
Du das? Berechne die notwendigen Werte.

Es wird ein kapazitiver Blindwiderstand verwendet.

Berechnung des kapazitiven Blindwiderstandes
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X_U_230V—10V_11k0
cT 0,24 o

Umrechnung auf den Kapazitatswert

v 1
¢ 2-m-f-C

Die Netzfrequenz betragt 50Hz

1 1
C

“ 2 f-X, 2-m-50Hz-1,1kQ

~ 3 uF

37



2. Magnetismus und Induktivitat

2.1. Vorbemerkungen zu den Induktivitiaten

Ach wie schon war doch die gute alte Zeit! Gravitationsfeld und elektrostatisches Feld verhalten
sich abgesehen von der harmlosen Detailproblematik der Polaritét vollig gleich. Die Kraft sinkt
quadratisch mit dem Abstand (1/r?), bei Bewegungen in radialer Richtung wird Arbeit geleistet
oder frei. Jede Feldlinie geht von einer Masse oder Ladung aus und endet auch in einer solchen.
Im Gravitationsfeld gibt es (nach derzeitigem Wissensstand) nur Anziehung, im elektrostatischen
Feld ziehen sich die ungleichnamigen Ladungen an. Dafiir stofden sich auch die gleichnamigen
Feldlinien ab. Die Einheiten und deren Bezeichnungen waren schon in meiner Jugend gleich wie
heute, lediglich die Leitfahigkeit fiir elektrostatische Felder hiefd noch Dielektrizitat. Und wenn die
Spannung weg ist, ist auch das Feld weg. Als Draufgabe wird bei einem Kondensator
ausschliefllich die Kapazitat verwendet.6

Im magnetischen Feld ist das alles anders: Nahezu samtliche Einheiten und viele Bezeichnungen
haben sich gedndert und haben teilweise sehr krumme oder uniibersichtliche
Umrechnungsfaktoren. Mehrere verschiedene Bezeichnungen fiir die gleiche physikalische Grofde
sind keine Seltenheit. Als Draufgabe heifden einige magnetische Grofden wie die elektrischen,
beschreiben aber vollig andere Gegebenheiten. Die Kraft zwischen zwei stromdurchflossenen
Leitern fallt mit 1/r, dafiir fillt die Kraft eines Permanentmagneten mit 1/r>. Gleichnamige Pole
zweier Permanentmagneten stof3en einander ab, aber in gleicher Stromrichtung durchflossene
Leiter ziehen einander an. Magnetische Monopole gibt es (ziemlich sicher) auch nicht und die
Feldlinien bilden geschlossene Bahnen und haben weder Anfangs- noch Endpunkt. Viele
Werkstoffe haben ein magnetisches Geddchtnis und wenn das erregende Magnetfeld weg ist, heifdt
das noch lange nicht, dass die magnetische Induktion auch weg sein soll. Die magnetische Kraft
auf Ladungen andert nur deren Bewegungsrichtung, leistet aber keine Arbeit. Dafiir sind die
magnetischen Maschinen die unangefochtenen Herren der elektrischen Antriebe, wahrend die
elektrischen Maschinen in winzigen Reservaten leben miissen. Im Gegensatz zu den
Kondensatoren werden bei Induktivititen die parasitiren Eigenschaften ausgiebig technisch
verwendet: Entstdrdrosseln und magnetische Verstirker sind seit langer Zeit in grofien
Stiickzahlen im Einsatz. Trotzdem gibt es eindeutige Analogien zwischen den elektrischen und
magnetischen Grofden, wobei ich Euch dringend empfehle, zwischen den stationadren (statischen)
und dynamlschen Grofien zu unterscheiden! Eine tibersichtliche Zusammenstellung findet Ihr auf

Viele von diesen Problemen waren auch schon im letzten Drittel des 19. Jahrhunderts bekannt.
Aber am schlimmsten war damals, dass ausgerechnet der Magnetismus Onkel Isaak getotet hat.
Das kam so: Schon dem grofden Pionier Newton war klar, dass er sich mit seinen beiden
Forderungen Inertialsystem und absoluter Raum + absolute Zeit (wir kdnnen diese Forderungen
heute als Identifikation der Welt mit einem linearen Vektorraum auffassen) ein Problem
geschaffen hat, das er nicht 16sen konnte. Lagrange konnte ein Jahrhundert nach Newton das
System vor allem fiir die praktische Anwendung deutlich verbessern. Aber dann wurde der
Elektromagnetismus entdeckt und mit dessen Beschreibung in den Maxwellschen Gleichungen
war Newton tot.

Dazu ein einfaches Experiment: In einem ansonsten leeren Weltraum (immer diese Physiker)
befinden sich zwei Elektronen. Aufgrund der Coulombkraft stof3en sie einander ab. Sollten sie sich
aber parallel zueinander bewegen, produzieren sie ein gleichnamiges Magnetfeld. Da
gleichnamige Feldlinien aber das Bestreben haben, sich zu verkiirzen, ziehen die beiden

6 Die Verwendung von keramischen Vielschichtkondensatoren zur Spannungsbegrenzung im Super Low
Cost Consumer Bereich ist eher als von Wirtschaftlern induzierte Torheit zu betrachten.
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Elektronen einander an, was der Coulomb - Abstofung entgegenwirkt. Aufpassen: Es geniigt
konstante Geschwindigkeit! Das bedeutet aber, dass es einen Versuchsaufbau gibt, in dem die
Geschwindigkeit der Systeme zueinander fiir die auftretenden Phianomene nicht nur relevant ist,
sondern sogar eine Messung der absoluten Geschwindigkeit ermdoglicht?. Das widerspricht der
Lehre Newtons im tiefsten Inneren. Knapp zwei Jahrzehnte spater zeigte Michelson, dass die
Lichtgeschwindigkeit absolut ist. Man kann sie nicht durch Bewegungen verdndern. Auch das ist
ein eklatanter Widerspruch zu Newton.

Es war eines der vielen Verdienste von Onkel Albert, diese Widerspriiche zu vereinen und mit der
speziellen Relativitatstheorie ein Modell zu schaffen, das sowohl die Elektrodynamik Maxwells als
auch die Mechanik Newtons als Spezialfille enthalt.

Ich personlich habe es immer beklagenswert gefunden, dass man mir den Magnetismus als nicht
zu hinterfragende Grundkraft vorgesetzt hat. Daher versuche ich Euch in dieser Vorlesung eine
Vorstellung davon zu vermitteln, wie Onkel Albert den Magnetismus stromdurchflossener Leiter
sieht8

Hinweis: Es gibt auch eine quantenmechanische Erklarung des Magnetismus. Aber dieses Modell
ist vollig abstrakt und nur fiir ,Hardcore” - Physikerlnnen geeignet.

2.2. Einsteins Konzept des Elektromagnetismus

Gehen wir von der Lorentzkraft aus: Eine Ladung Q befindet sich im Wirkungsbereich eines
elektrischen Feldes E und erfihrt dadurch die Kraft

F=Q-E

Zusitzlich bewegt sie sich mit der Geschwindigkeit v auch im Wirkungsbereich eines
magnetischen Feldes B. Dadurch erfihrt sie die Kraft

-

F=0Q- (& xB)
Insgesamt wirkt auf die Ladung also die Kraft
F=Q-(E+¥ xB)

Soweit sieht das ja nett aus, nur haben wir schon weiter vorne gelesen, dass man (im Gegensatz
zu Newtons Weltbild) nicht so einfach annehmen darf, dass in ruhenden und in gleichférmig
bewegten Systemen tatsichlich gleiche Gegebenheiten herrschen. Uberlegen wir nun, was
Newtons Konzept fiir die Lorentzkraft bedeutet, indem wir unseren (angeblich frei wahlbaren)
Bezugspunkt in die Ladung Q setzen. Im Sinn von Onkel Alberts Denkweise formuliert reisen wir
auf der Ladung und schauen auf den elektrischen Leiter, der sich an uns vorbeibewegt.
Logischerweise ist in diesem System

=053 xXxB=0

7 Eine praktische Realisierung dieses Phdnomens ist der Unipolargenerator. Siehe dazu auch
https://de.wikipedia.org/wiki/Unipolarmaschine , letzter Zugriff 01.05.2023.

8 Eine sehr gute Arbeit dazu ist die Bachelorarbeit von Benjamin Kaufmann ,Magnetismus als
relativistisches Phanomen“ an der Karl-Franzens-Universitat Graz 2011.
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und damit gibt es in diesem System keine magnetische Kraft auf die Ladung mehr!
Vergegenwartigen wir uns, was das bedeutet: Nur durch Wahl eines geeigneten Bezugssystems
haben wir die Magnetkraft abgeschaltet! Eigentlich geniigt bereits diese Uberlegung zur
Klarstellung, dass die Kraft auf eine Ladung immer auf einem elektrischen Feld beruht. Der Teufel
steckt wie so oft in der Relativitdtstheorie im Detail, man muss genau beachten, wer in welchem
System welche Bewegung ausfiihrt.

Wir werden spater zeigen, dass die magnetische Induktion B im Abstand r von einem unendlich
langen, geraden, vom Strom [ durchflossenen Leiters der Gleichung

Ho I

B =
2nr

¢

genligt. Um uns das Leben leichter zu machen, beschliefien wir, dass sich die Ladung Q wieder
parallel zum elektrischen Leiter bewegen wird. Daraufthin kénnen wir skalar rechnen und obige
Formel vereinfacht sich zu

Einsetzen in die Gleichung fiir die Lorentzkraft ergibt fiir diesen Spezialfall

Iv
F=&
2nr

Schon ist die Kraft weg, wenn wir uns auf die Ladung setzen. Aber wieso bewegt sie sich dann
trotzdem je nach Stromrichtung auf den Leiter zu oder von ihm weg? Der Grund ist, dass wir nicht
einfach glauben diirfen, uns auf Q setzen zu kdnnen, ohne dass dies Auswirkungen auf die
elektrische Neutralitit des Leiters hat! Denn wir haben vollig unreflektiert angenommen, dass ein
Stiick Draht elektrisch neutral bleibt, auch wenn er von einem Strom durchflossen ist. Das war ja
die Grundlage des 1. Kirchhoffschen Gesetzes: Jeder Ladungstriger, der in eine Leitung oder
allgemeiner in einen Knoten hineinflief3t, muss auch wieder hinaus flief3en. Die Gesamtzahl an
Elektronen im Leiter muss zu jedem Zeitpunkt gleich der Anzahl der Protonen sein. Ist doch
logisch. Oder?

Wir denken uns (das Drude - Modell geniigt fiir diesen Zweck) den Leiter zusammengesetzt aus
den schwingenden, aber im Prinzip ortsfesten Atomriimpfen und den vorbeistrémenden
Leitungselektronen. Fiir diese Argumentation idealisieren wir den Leiter so, dass die Atomriimpfe
eine Linienladungsdichte A; (das ist das gleiche wie die Fliachenladungsdichte o, nur halt
eindimensional) haben. Gleichwohl haben die Leitungselektronen die Linienladungsdichte A. .
Aufgrund der elektrischen Neutralitat des Leiters muss gelten

A+ A_=0

Diese Linienladungen ergeben jeweils ein elektrisches Feld mit der Feldstirke E im Abstand r
(wiederum der Einfachheit halber skalar)

4
C2meyr

Die negative Ladungsdichte A. wird mit der Geschwindigkeit v bewegt. Das heif3t, sie reprasentiert
einen elektrischen Strom

I=v - -A_
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Dieser erzeugt das Magnetfeld

_ Ho _ Mo v A
2nr 2nr

Und jetzt kommt der Clou: Wiederum ware die Kraftauf Q = 0, wenn wir uns auf die Ladung setzen
und v damit gleich 0 wird. Aber was geschieht dabei mit dem Leiter? Auf einmal kénnen wir
ndamlich nicht mehr behaupten, der Leiter sei elektrisch neutral! Denn wenn wir (Spezialfall)
unsere Geschwindigkeit so wahlen (ist durch den Strom einstellbar), dass wir mit der Ladung
genauso schnell unterwegs sind wie die Leitungselektronen, dann erscheinen die Abstinde
zwischen den schwingenden Atomriimpfen plotzlich verkiirzt! Die Folge ist, dass aus der Sicht der
Ladung der ganze Leiter auf einmal gar nicht mehr elektrisch neutral ist, da die
Linienladungsdichte A; aufgrund der relativistischen Verkiirzung der Lange bei gleicher Ladung
hoher ist als die im Ruhesystem des Leiters gleich grofie Linienladungsdichte A. der
Leitungselektronen. Konsequenz: Aus der Sicht der bewegten Ladung ist die Leitung plotzlich
positiv geladen. Und diese relativistische positive Ladung ist genau die Ursache der Kraft auf die
Ladung, die wir von aufRen (im Ruhesystem des Leiters) als Magnetfeld interpretieren.

Damit wollen wir es genug sein lassen. Weitere Details und die komplette Berechnung entnehme
man der oben genannten Arbeit von Herrn Kaufmann. Aber ich hoffe, ich konnte Euch
nahebringen, dass der Magnetismus keinesfalls eine eigenstindige Grundkraft ist, deren
Seltsamkeiten einfach auswendig zu lernen sind, sondern eine Spielart des elektrischen Feldes
zusammen mit der speziellen Relativitiatstheorie. Wissenschaftshistorisch ist diese
Argumentation iibrigens hochinteressant, da sie zeigt, wie es den Wissenschaftlern der
Jahrhundertwende gelang, durch Aufbrechen bisher als heilig geltender Sichtweisen plotzlich
wertvolle Einsichten in die Gesetzmaf3igkeiten der Natur zu erhalten, die vorher unverstiandlich
waren.

2.3. Die magnetischen Grundgrofden des stationadren Feldes

Nach der Erkenntnis, dass das magnetische Feld eigentlich die Konsequenz der unterschiedlichen
Bezugssysteme des Leiters und der betroffenen Ladung ist, folgt die Benennung und
Charakterisierung der daraus resultierenden physikalischen Grofien. Fiir den Anfang setzen wir
voraus, dass das magnetische Feld konstant ist, beispielsweise fiir den Fall, dass es von einem
zeitlich konstanten Strom durch einen elektrischen Leiter hervorgerufen wird.

Ausgangspunkt der physikalischen Beschreibungen des magnetischen Feldes sind die Feldlinien.
Das sind gedachte oder auch gezeichnete Linien, die die Richtung der von einem Feld auf ein
geeignetes Testobjekt ausgeiibten Kraft veranschaulicht. Die an eine Feldlinie gelegte Tangente
gibt die Kraftrichtung im jeweiligen Berthrungspunkt an. Im elektrischen Feld und
Gravitationsfeld gehen Feldlinien von einem Punkt aus und enden in
einem Punkt. In Magnetfeldern bilden die Feldlinien geschlossene
Linien, sie haben weder Anfang noch Ende. Feldlinien kénnen
veranschaulicht werden, indem man geeignete Testobjekte in die
Felder bringt. In der Praxis verwendet man feines isolierendes Pulver
fiir das elektrostatische Feld und Eisenfeilspdne fiir das statische
magnetische Feld. Diese Testobjekte organisieren sich unter der
Wirkung des Feldes und geben Hinweise auf dessen Auswirkungen.
Die zu beobachtenden Muster sind jedoch keinesfalls die ausschlief3lich theoretischen Feldlinien!
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Der einfachste Fall ist das Magnetfeld um einen geraden
stromdurchflossenen Leiter, der sich wieder einmal allein im
Universum befindet. Intuitiv sollte klar sein, dass das Magnetfeld
umso starker ist, je hoher der Strom. Schlief3lich war ja der Strom das
Produkt der Geschwindigkeit der Ladungstrager und der
Linienladungsdichte. Aus Symmetriegriinden muss das Magnetfeld
dazu unabhdngig von der Raumrichtung in einem bestimmten
Abstand vom Leiter gleich sein. Da die magnetischen Feldlinien um
einen Leiter ohne dufdere Einfliisse kreisformig sind, verteilt sich das
Magnetfeld also gleichméfiig auf die Lange der Feldlinien.

Zur Richtung der Feldlinien wird iiblicherweise die sogenannte ,Rechte - Hand - Regel”
verwendet: Umfasst man mit der rechten Hand den stromdurchflossenen Leiter so, dass der
Daumen in Richtung der technischen Stromrichtung (Plus nach Minus) zeigt, dann weisen die
Finger in Richtung der Feldlinien. Siehe das Schaubild!

Bereits mit diesen Uberlegungen kénnen wir die Grundgleichung der magnetischen Feldstirke
aufstellen: Bei einem geraden Leiter ist die Feldstdrke entlang einer kreisférmigen Feldlinie
konstant. Wenn H die magnetische Feldstarke aufderhalb dieses stromdurchflossenen geraden
Leiters im Abstand r bezeichnet, I die Stromstarke im Leiter und r den Radius der kreisférmigen
Feldlinie, dann ist der Betrag der magnetischen Feldstarke

Hinweis: Theoretisch ist die magnetische Feldstidrke eine vektorielle Grofde. Der Vektor zeigt in
jedem Punkt einer Feldlinie tangential. Doch diesen Aufwand macht man sich nicht freiwillig und
fiir die meisten praktischen Anwendungen geniigt die skalare Darstellung.

Fiir den stationdren Fall (Gleichstrom) vereinfacht sich das Durchflutungsgesetz aus den
Maxwellschen Gleichungen zu

rotH= ]

Dies bedeutet, dass die Wirbeldichte des magnetischen Feldes Hin jedem Raumpunkt gleich der
lokalen Leitungsstromdichtef ist. Die Bedeutung liegt darin, dass damit die Quellenfreiheit des
magnetischen Feldes mathematisch ausgedriickt wird und die magnetischen Feldlinien immer in
sich geschlossen sind.

Magnetische Grofie : Magnetische Feldstarke, magnetische Erregung

Formelzeichen 'H

Typ : Vektor

Einheit :A/m

Friihere Einheiten : 1 Oersted [Oe] = (1000/4m)-(A/m) = 79,6 A/m

Definition : Die Ursachengrofie fiir die Ausbildung des magnetischen Feldes
im Raum.

Elektrische Analogie : Elektrische Feldstirke E

Bildet man das Wegintegral iiber die magnetische Feldstirke, erhdlt man die magnetische
Spannung. Sie ist ein Mafd der erregenden Kraft der magnetischen Feldstirke. In dieser
Darstellung ist der Begriff recht abstrakt und wenig gebrauchlich. Man beachte, dass die Einheit
der magnetischen Spannung das Ampere ist!
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Magnetische Grofde : Magnetische Spannung, magnetische Quellspannung
Formelzeichen :Um, Vi

Typ : Skalar

Einheit tA

Frithere Einheiten : Gilbert 1Gb = % A =084
Definition Uy, = [H-d§

Elektrische Analogie : Elektrische Spannung u = fsﬁ -ds

Schrankt man die obige Definition der magnetischen Spannung auf geschlossene Wege, auch als
Umlauf bezeichnet ein, so kommt man zu der technisch iiberaus relevanten Grofie der
Durchflutung 6.

Technisch leitet man diese Grofe so ab: Zur Verstirkung des
Magnetfeldes bei gleichem Strom wird der elektrische Leiter zu
einer Spule aufgewickelt. Wird eine Spule der Linge 1 mit
Durchmesser D und n Windungen vom Strom [ durchflossen, misst -
man im Zentrum der Spule die magnetische Feldstarke H mit dem . “i
Wert

In
N

Handelt es sich um eine langgestreckte Spule ({>> D), kann man obige Formel vereinfachen und
erhalt (wiederum im Zentrum):

H =

Im Falle einer Zylinderspule mit der Windungszahl n, die von einem Strom I durchflossen wird,
gilt also:

Mit der nicht konformen Einheit Amperewindungen [Aw]. Die '

technische Bedeutung der Grofde Aw ist, dass sie auf einfache “""-_{‘Q:EL
Weise die erregende magnetische Kraft  einer

stromdurchflossenen Spule angibt. Ist diese Spule Teil eines Relais, so muss diese magnetische
Kraft logischerweise grofd genug sein, um die Federkraft eines Relaiskontaktes (beispielsweise
eines Reedkontaktes, siehe Bild) zu iiberwinden.

8
—

Technische Konsequenz: Um eine Spule zu konstruieren, die einen Reedkontakt mit vom
Hersteller angegebenem Aw - Wert betdtigen kann, muss man bei gewlinschtem Erregerstrom
lediglich die Anzahl der Windungen durch Division bestimmen. Weitere Kenntnisse des
Magnetismus sind nicht erforderlich!

Magnetische Grofe : (Magnetische) Durchflutung
Formelzeichen : 0

Typ : Skalar

Einheit tA

Technische Einheit : Amperewindungen [Aw]
Frithere Einheiten : Gilbert 1Gb = % A =084
Definition Uy, = [H-d§
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Elektrische Analogie : Elektrische Spannung u = fsﬁ -ds

Eine stromdurchflossene elektrische Anordnung (beispielsweise gerader Leiter, Spule oder
Komplizierteres) produziert also ein magnetisches Feld, das durch die magnetische Feldstiarke H
charakterisiert ist. Die Gesamtheit aller Feldlinien des magnetischen Feldes nennt man
Magnetischer Fluss ®.

Magnetische Grofde : Magnetischer Fluss

Formelzeichen 1P

Typ : Skalar

Einheit : 1Voltsekunde [Vs] = 1 Weber [Wb]

Frithere Einheiten : 1 Maxwell [Mx] = 10 nWb = 1Gs - cm?

Definition : Die Gesamtheit aller Feldlinien des magnetischen Feldes.

Elektrostatische Analogie : Elektrischer Fluss i = fA D-dA

- -

Elektrodynamische Analogie : Elektrischer Strom i = | ] dA

Den Zusammenhang zwischen der magnetischen Spannung Uy, und dem magnetischen Fluss ®
bildet der magnetische Widerstand Rm, auch Reluktanz genannt. Man erkennt schon die Analogie
zum Ohm’schen Gesetz! Es gilt

Dringend zu beachten ist, dass auch das Vakuum einen magnetischen Widerstand hat. Das ist die
Voraussetzung dafiir, dass sich auch im Vakuum ein Magnetfeld ausbilden kann!

Ein fiir manche technischen Systeme relevanter Effekt ist, dass jedes
magnetische System danach strebt, seine Reluktanz zu minimieren.
Damit lassen sich sehr effektive Motoren konstruieren. Interessierte
sehen unter https://de.wikipedia.org/wiki/Reluktanzmotor nach.

Der magnetische Widerstand berechnet sich aus einem
»physikalischen” und einem ,technischen Anteil:

R = 1 l

ot ue Ay
mit den Bedeutungen
Rm magnetischer Widerstand
o Permeabilitat des Vakuums (4m - 107 Vs/Am = 1,257- 10-6 Vs/Am)
WUr relative Permeabilitdt des Materials
1 mittlere Feldlinienldnge im Bereich gleichen Materials
A, vom magnetischen Feld senkrecht durchsetzter Querschnitt

Der magnetische Widerstand ist eine fiir die Berechnung von magnetischen Kreisen
(beispielsweise im Elektromaschinenbau) tiberaus hilfreiche Grofie!

Die Permeabilitiat des Vakuums ist - dhnlich wie beim elektrostatischen Feld die Permittivitat €
- die Leitfahigkeit des Vakuums fiir ein magnetisches Feld. Der Zusammenhang zwischen
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Permeabilitit des Vakuums, Permittivitdt des Vakuums und der Lichtgeschwindigkeit c folgt aus
den Maxwellschen Gleichungen zu

Mo~ & c*=1

Die materialspezifische relative Permeabilitat p. liegt fiir diamagnetische Stoffe zwischen 0
(Supraleiter) und knapp unter 1:

Ein sehr stark diamagnetisches Element ist Gold mit einem p.von 1 - 34 - 10-¢
Fiir paramagnetische Stoffe ein wenig liber 1:

Ein sehr stark paramagnetisches Element ist Platin mit einem p, von 1+ 257 - 10-¢
Fiir ferromagnetische Stoffe weit tiber 1:

Technische weichmagnetische Stoffe weisen ein g > 300 bis zu 300.000 auf. Dabei ist zu
beachten, dass bei diesen Materialien die relative Permeabilitit keine Konstante
ist, sondern von der magnetischen Feldstirke H und meist auch der
magnetischen Vorgeschichte abhingt!

Bei Dia- und Paramagneten verwendet man statt des bei diesen Materialien numerisch

unhandlichen p. oft auch die ,konstante magnetische Suszeptibilitit“ y,. Sie steht in einem
einfachen Zusammenhang mit der relativen magnetischen Permeabilitat:

Xv=HUr -1
Magnetische Grofe : Magnetischer Widerstand, Reluktanz
Formelzeichen ‘Rm
Typ : Skalar
Einheit : 1A/Vs = 1A/Wb
Definition : Beschreibung der Ausbreitungsbedingung des magnetischen

Feldes. Proportionalitatsfaktor zwischen magnetischem
Fluss und magnetischer Spannung: Vi, = @ - Ry
(Hopkinsonsches Gesetz)

Elektrodynamische Analogie : Elektrischer Widerstand

Wie in der Elektrodynamik gibt es auch einen magnetischen Leitwert Gm, auch Permeanz genannt.
Sein tibliches Formelzeichen ist das A (grofies Lambda). Es gilt

A=—
Rm

Langsam wollen wir aber doch endlich zur praktisch wirksamen Kraft eines magnetischen Feldes
kommen. Dazu benétigen wir eine weiter Gréfee (wann ist es endlich genug?), namlich die

magnetische Flussdichte B.Das st die Flichendichte des magnetischen Flusses, welcher durch ein
bestimmtes Flachenelement durchtritt. Somit gilt

do

B= —
dA,
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In einem homogenen magnetischen Feld (beispielsweise im Inneren einer Zylinderspule)
vereinfacht sich dieser Ausdruck zu

Der vor allem technisch extrem bedeutsame Zusammenhang zwischen magnetischer Feldstarke
und magnetischer Induktion lautet

B = Ho Hr'ﬁ

Das zweite Maxwellsche Gesetz zeigt, dass das magnetische Feld quellenfrei ist

divB=0
Magnetische Grofie : Magnetische Flussdichte, magnetische Induktion
Formelzeichen :B
Typ : Vektor
Einheit : 1 Tesla [T] = 1Vs/m? = 1N/Am = 1 kg/(As?)
Friihere Einheiten : 1 Gaufs [Gs]= 100uT, 1 Gamma [y] = 1nT
Definition : Flachendichte des magnetischen Flusses, welcher durch ein
bestimmtes Flachenelement durchtritt.
Elektrostatische Analogie : Elektrische Flussdichte D = & & E (Permittivitat - Feldstarke)

Elektrodynamische Analogie : Stromdichte] = o - E (Leitfahigkeit - Feldstarke)

Und endlich kdnnen wir den Zusammenhang zwischen Magnetfeld und Kraft herstellen:

F=EB-1-1 B2 /]]

K

Dabei bedeuten die Grofien

F die vom Magnetfeld B auf den Leiter ausgetibte Kraft 12
B die (im Bereich des Leiters auftretende) magnetische

. T
Induktion ]
I Strom durch den Leiter 2
1 Lange des Leiters.

Mit diesem Wissen lasst sich die magnetische Definition des
elektrischen Stroms leicht ableiten. Vereinfacht skalar, im Vakuum
und isotrop:

F=B-1,-1

_ 4 - -10‘7-12_ 2 -10‘7-12
N 2nr - r

B=u-H

2 ‘10_7'11'12'l
T

F=B'11'Z=H'H'Il'l=

Einsetzenl=1m,r=1m,I; =1 Aund I; = 1 A fihrt zur bekannten Stromdefinition: 2 - 10-7 N.
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Damit sind wir mit der Beschreibung des zeitlich konstanten magnetischen Feldes durch.

Allen die sich weitergehend fiir die Eigenarten magnetischer Felder interessieren, denen
empfehle ich unter anderem

https://de.wikipedia.org/wiki/Magnetischer Dipol
https://de.wikipedia.org /wiki/Hall-Effekt
https://de.wikipedia.org/wiki/Amp%C3%A8resches Gesetz
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2.4. Die magnetischen GrundgréfRen des dynamischen Feldes

Elementare Definition: Unter elektromagnetischer Induktion (nach Michael Faraday auch
Faraday’sche Induktion, kurz Induktion) versteht man das Entstehen eines elektrischen Feldes

bei einer Anderung des magnetischen Flusses.

I bewegter
Permanent-
magnet

In vielen Fallen ldsst sich das elektrische Feld durch Messung einer
elektrischen Spannung direkt nachweisen. Ein typisches Beispiel hierfiir
zeigt das nebenstehende Bild: Durch die Bewegung des Magneten wird eine
elektrische Spannung induziert, die an den Klemmen der Spule messbar ist
und fir weitere Anwendungen bereitsteht.

Richtung des
magnetischen

Flusses @

Die elektromagnetische Induktion wurde 1831 von Michael Faraday bei dem Bemiihen entdeckt,
die Funktionsweise eines Elektromagneten (Strom erzeugt Magnetfeld) umzukehren (Magnetfeld
erzeugt Strom). Der Zusammenhang ist eine der vier Maxwellschen Gleichungen. Die
Induktionswirkung wird technisch vor allem bei elektrischen Maschinen wie Generatoren,
Elektromotoren und Transformatoren genutzt. Bei diesen Anwendungen treten stets
Wechselspannungen auf.?

Fiir das Verstandnis hilfreich ist folgende Sicht der Induktion:

Wird ein elektrischer Leiter einem zeitlich veranderlichen Magnetfeld ausgesetzt, so entsteht in
dem Leiter eine Spannung. Die haufigsten Systeme sind dabei:

1) Gegeniiber dem ortsfesten Leiter bewegte Permanentmagnete oder Elektromagnete bzw.
gegeniiber dem ortsfesten Permanentmagneten oder Elektromagneten bewegte Leiter.

Dieser Aufbau fiihrt zu Generatoren und Motoren.

2) Der ortsfeste Leiter befindet sich im Wirkungsbereich eines zeitlich verdnderlichen
Magnetfeldes, das von einem Elektromagneten produziert wird.

Dieser Aufbau fiihrt zu Transformatoren und Motoren.

3) Zeitlich veranderlicher Strom durch den Leiter selbst. Die durch den zeitlich veranderlichen
Strom im Leiter selbst induzierte Spannung nennt man Selbstinduktionsspannung. Sie
hat (warum wohl...) stets die gleiche Polaritdt wie die Speisespannung, worauf der Strom
sinkt.

Dieser Aufbau fiihrt zu den technischen Induktivitaten.

4) Der zeitlich verdnderliche Strom durch den Leiter selbst fiihrt zu einer nicht gleichmafdigen
Anderung der Stromdichte im Leiter. Dieser Effekt heifdt Hauteffekt,
Stromverdrangungseffekt oder Skin - Effekt. Durch diesen Effekt ist die Stromdichte im
Inneren eines von Wechselstrom durchflossenen Leiters geringer als an der Oberflache.

Technisch ist dieser Effekt meist dufierst unerwiinscht und es bedarf viel Fachkenntnis,
um seine Auswirkungen in Grenzen zu halten. Fiir Abschirmungen ist er
manchmal hilfreich.

9 Text und Bild aus https://de.wikipedia.org/wiki/Elektromagnetische Induktion, Download am
09.05.2020.
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5) Befinden sich elektrisch leitende Materialien in einem zeitlich veranderlichen Magnetfeld, so
wird dort Wechselspannung induziert. Diese fiihrt aufgrund der elektrischen
Leitfahigkeit zu einem Wechselstrom, genannt Wirbelstrom, welcher wiederum ein
magnetisches Wechselfeld erzeugt. Aufgrund der Umwandlungsverluste wird der
primaren Energiequelle Leistung entzogen, welche im umgebenden Material in Warme
umgewandelt wird.

Technisch ist dieser Effekt einerseits dufierst unerwiinscht und die Arbeiten an seiner
Uberwindung warfen die Entwicklung elektromagnetischer Maschinen im 19.
Jahrhundert um Jahrzehnte zuriick. Andererseits macht man ihn sich in vielen
Aufbauten zu Nutze, beispielsweise bei Bremsen, Kupplungen, Heizgerdten und
Messgeraten.

Aufgrund der zeitlichen Beschrankung kénnen wir uns in dieser Lehrveranstaltung ausschliefdlich
mit den Induktivitdten beschaftigen.

Ich empfehle folgende Merkregel fiir die Wirkung einer Induktivitit:

Eine Induktivitit ist ein Bauelement, das versucht den durchflieffenden Strom méglichst
konstant zu halten. Ansteigender Strom wird verwendet, um ein Magnetfeld aufzubauen.
Die dabei induzierte Selbstinduktionsspannung wirkt in Richtung der Speisespannung
und damit gegen den ansteigenden Stromfluss. Fallender Strom wird mit dem Abbau des
Magnetfeldes beantwortet. Die Selbstinduktionsspannung wirkt wiederum in Richtung
der Speisespannung und damit gegen den fallenden Stromfluss. Diese Fahigkeit einer
Spule, den durchflieRenden Strom moglichst konstant zu halten, nennt man Induktivitit
mit dem Formelzeichen L.

Die Einheit der Induktivitit ist das Henry, kurz H. Bitte beachtet, dass Joseph Henry ein
US - amerikanischer Physiker war und die immer wieder versuchte franzosische
Aussprache dieser Einheit falsch und lacherlich ist.

Diese Definition kann man leicht in eine Formel gief3en:

di(t)
t)y=1L -
u(t) T
Die entsprechende Einheit ist daher
LH = 1 1Vs
T 147 14
1s

Hinweis: Diese Darstellung ist nicht allzu tiblich, meiner Ansicht nach aber besonders nahe an der
Definition und gut zu merken: Eine Spule hat eine Induktivitit von 1 H, wenn sie bei einer
gleichmafdigen Stromanderung von 1 A pro 1 s eine Selbstinduktionsspannung von 1 V generiert.
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2.5. Die Induktivitat technischer Systeme

Der technische Induktivititsbereich beginnt mit Miniaturbauformen im nH - Bereich. Selbst
Transformatoren fiir kleine Elektrogeriate haben Induktivititen von mehreren hundert Henry.
Man erkennt, dass der technische Induktivititsbereich gegeniiber dem technischen
Kapazitatsbereich um rund 5 Dekaden verschoben ist. Das entspricht recht genau der
unterschiedlichen Leitfdhigkeit des Vakuums fiir magnetische und elektrische Felder.

Die Schaltzeichen von Induktivitaten zeigen idealisierte Zeichnungen einer Spule 7YY Y\

Spulen ohne magnetfeldverstiarkenden Kern (,Luftspulen“) sind in der technischen Praxis auf
Werte bis etwa 10mH beschrankt, wenn sie nicht entweder unhandlich grofd werden sollen oder
untragbare ohmsche Verluste aufweisen sollen. (Supraleitende Spulen sind ein spezielles Thema.)
Daher werden technische Induktivititen meist mit magnetfeldverstarkendem Kern

ausgestattet. Eine Spule mit Kern wird ungefahr so gezeichnet: Y Y Y\

Manchmal wird die Induktivitdt auch so gezeichnet. Persénlich habe ich nichts _-_
dagegen, der Zeichenaufwand ist halt hoher als bei dem Symbol mit mehreren )
Halbkreisen.

Einfache Induktivititen:

» Der gerade Draht

Die Induktivitit eines geraden Leiters mit der Lange 1 und dem Durchmesser d betragt
L=2-1-(In (%l) -0,75) Langenmafde in cm, Induktivitit in nH

Ein Rechenbeispiel aus der Praxis (um die durchaus relevante Wirkung zu veranschaulichen!):
Ein Draht mit der Linge | = 30 cm und dem Durchmesser d = 0,08 cm in Luft wird einer
Stromdnderung von 2,7 A in 70 ns ausgesetzt. Die Induktivitdt von 394 nH fiihrt hier zu einer
Spannungsiiberh6hung von stolzen 15,2 Vss.

» Lange und eng gewickelte Spulen ohne Eisenkern

mit n Windungen [1], dem Spulenquerschnitt A [m?] und der Spulenlinge | [m]
haben eine Induktivitat [H] von etwa

n?- A -y

L =
l

Spulen mit Flussfiihrung

Die Induktivitat eisenloser Spulen ist begrenzt - bei ein paar mH ist Schluss, sonst wird die Spule
riesig grof oder hat sagenhafte Verluste durch den elektrischen Widerstand! Zur Erh6hung der
Induktivitdit muss man daher den magnetischen Fluss verstarken.

Bei Spulen mit Eisenkern kann der Kern geblecht oder aus gepresstem Pulver sein.
Geblechte Kerne verwendet man im Niederfrequenzbereich, wobei

die nutzbare obere Grenzfrequenz je nach genauem Aufbau zwischen
400 Hz und 30 kHz liegt.




Kerne aus gepresstem Pulver, sogenannte ,Ferritkerne“ verwendet man im
Mittel- bis Hochfrequenzbereich ab etwa 20 kHz. Ferrite bestehen aus einer
Mischung aus Eisenoxyd, Nickel, Zink- oder Manganoxyden und haben eine
kristalline Struktur.

Die direkte Berechnung der Induktivitit von mit solchen Kernen aufgebauten Spulen ist
schwierig. Die Hersteller geben daher iblicherweise die AL - Werte (selten als
Induktivititskonstante bezeichnet) an. Diese sind wirklich niitzlich, da damit die Induktivitat
ohne Berticksichtigung weiterer Eigenschaften direkt aus der Windungszahl berechnet werden
kann:

L=A,N?

Der AL - Wert und dementsprechend die resultierende Induktivitat werden iiblicherweise in nH
angegeben.

9 Je nach Bauform zwischen + 3 % und % 30 %. Fiir die Energieiibertragung ist

-, - das meist ausreichend, wenn man toleranzbewusst dimensioniert. Fir

frequenzsensitive Baugruppen wie Oszillatoren, Filter oder Empfanger ist

das untragbar. Daher sind fiir solche Anwendungen Vorkehrungen zum Abstimmen der Spulen
getroffen. Meist wird der Kern oder ein Teil davon beweglich als Schraube ausgefiihrt.

Ei ?-v Durch die hohen Materialtoleranzen betragen die Toleranzen der A - Werte
P

51



2.6. Die Formeln induktiver Schaltungen

Die technische Anwendung von Induktivititen speziell im Signalbereich wird dadurch
vereinfacht, dass sich samtliche von den Kapazititen bekannten Formeln auf einfachste Weise auf
Induktivitaten transformieren lassen und daher nicht neu gelernt werden miissen:

Kapazitat — Induktivitat,
Spannung — Strom.
Fertig.

Die Transformationsregel R - C — L/R ist bequemer auswendig zu lernen, auch wenn man sie
eigentlich aus den ersten beiden ableiten kann. Ohne Herleitung gilt daher:

t-R

Aufladung der Spule ip=1y - (1-— e_%) =1, -(1—-e 1)
Zeitkonstante T= R%
t t-R

Entladung der Spule ip=1Iy-et=1-e L
Grenzfrequenz RL Filter 1.0rdnung o = LE
Impedanz der Spule Z=jwL
Induktiver Blindwiderstand X.=wlL
Serienschaltung von Induktivtiten Lg=) L
Parallelschaltung von Induktivtiten 1/L;=) 1/L;

L
Schaltung RL - Tiefpassfilter R Uout

4—

R

Schaltung RL - Hochpassfilter L wout

Tipp zum Merken: Zeitkonstante oder Grenzkreisfrequenz L / R oder R / L - ene mene mu - drauf3t
bist du. Bitte verwendet den Standardtrick der Physiker: Im Zweifelsfall die Einheiten
durchrechnen. Ist die Gleichung der Einheiten falsch, ist die Gleichung sicher falsch. (Die
Umkehrung stimmt nicht, sonst ware die Physik einfacher.)

Beispiel: Gefragt ist die Grenzfrequenz eines RL - Filters. Wir (sollten) wissen, dass die Frequenz
die Einheit 1/s hat. Der Widerstand V/A und die Induktivitiat Vs/A. Probieren wir also den Ansatz

L
©=R
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und wir sehen (hoffentlich) auf den ersten Blick
L

=— >
®=R

Also ist der Ansatz falsch. Richtig ist, siehe oben.

Ein weiterer wichtiger Trick bei der Identifikation von RLC - Schaltungen ist, sich das Verhalten
bei Gleichspannung vorzustellen. Dazu ersetzt Ihr jeden Kondensator durch eine Unterbrechung
und jede Induktivitat durch eine Verbindung. .
Beispiel: Was ist das fiir eine Schaltung, Hochpass oder Tiefpass? Einfach die

Spule durch einen Kurzschluss ersetzen, weg ist die Ausgangsspannung, daher

kann das nur ein Hochpassfilter sein!

L uvout

Praktischer Hinweis: RL - Filter erster Ordnung werden in der Praxis extrem selten verwendet.
Hier und da sieht man RL - Tiefpassfilter in Signalleitungen, um die Ubertragung hochfrequenter
Storungen zu unterdriicken, ohne den Serienwiderstand der Leitung nennenswert zu erhdhen. RL
- Hochpassfilter habe ich in der Praxis iiberhaupt noch nicht gesehen. In der Friihzeit der
Radiotechnik verwendete man zwecks Einsparung von teuren Rohren oder Transistoren
manchmal das aktive Bauelement sowohl zur HF - Verstarkung als auch zur NF - Verstarkung.
Manchmal gleich auch zur Demodulation. Das nannte man Reflex - Verfahren. Dafiir musste das
Signal je nach Frequenz verschiedene Wege gehen. Diese Wege wurden durch geeignete Filter
gebildet.
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3. Ein Uberblick iiber die Maxwell - Gleichungen?0

3.1. Uberblick

Die Maxwell - Gleichungen von James Clerk Maxwell (1831-1879) beschreiben die Phdnomene
des Elektromagnetismus. Sie sind damit ein wichtiger Teil des modernen physikalischen
Weltbildes. Die Gleichungen beschreiben, wie elektrische und magnetische Felder untereinander
sowie mit elektrischen Ladungen und elektrischem Strom unter gegebenen Randbedingungen
zusammenhdngen. Zusammen mit der Lorentzkraft erkldren sie alle Phanomene der klassischen
Elektrodynamik. Sie bilden daher auch die theoretische Grundlage der Optik und der
Elektrotechnik. Die Gleichungen sind nach dem schottischen Physiker James Clerk Maxwell
benannt, der sie von 1861 bis 1864 erarbeitet hat. Er kombinierte dabei das Durchflutungsgesetz
und das Gaufdsche Gesetz mit dem Induktionsgesetz und fiihrte zusatzlich, um die
Kontinuitatsgleichung nicht zu verletzen, den ebenfalls nach ihm benannten Verschiebungsstrom
ein.

In der Unterrichtspraxis zeigt sich immer wieder, dass diesem Modell ein Gefiihl des Schwierigen,
der Mystik und des Pathos anhaftet, was dem sachlichen und praktikablen Umgang gerade im
Lehrbetrieb abtraglich ist. Die Ehre gebiihrt den Wissenschaftlern des 19. Jahrhunderts, die unter
fiir uns kaum vorstellbaren Bedingungen solche Leistungen erbracht haben, nicht aber dem
Modell. In diesem Aufsatz wird versucht, das Konzept und die Aussagen der Maxwell -
Gleichungen moglichst einfach darzustellen.

3.2. Mathematische Grundlagen

Die Maxwell - Gleichungen kénnen auf verschiedene Weisen formuliert werden. Notwendig zum
Verstédndnis sind allgemeine Grundkenntnisse der Vektoranalysis.

3.2.1. Zylinderkoordinaten!!

Zylinderkoordinaten oder zylindrische Koordinaten sind im Wesentlichen ebene
Polarkoordinaten, die um eine dritte Koordinate ergédnzt sind. Diese dritte Koordinate beschreibt
die Hohe eines Punktes senkrecht iiber (oder unter) der Ebene des Polarkoordinatensystems und
wird im Allgemeinen mit z bezeichnet. Die Koordinate p beschreibt jetzt nicht mehr den Abstand
eines Punktes vom Koordinatenursprung, sondern von der z - Achse.

Wenn man ein Kkartesisches Koordinatensystem so ausrichtet, dass die z - Achsen
zusammenfallen, die x - Achse in Richtung ¢ =0zeigt und der Winkel ¢ von der x - Achse zury -
Achse wachst (rechtsgerichtet ist), dann ergeben sich die folgenden Umrechnungsformeln
zwischen Zylinderkoordinaten und kartesischen Koordinaten:

x = pcos(p)
y = psin(p)
zZ =7

10 Unter Verwendung von https://de.wikipedia.org/wiki/Maxwell-Gleichungen , letzter Zugriff

29.03.2021.

11Aus https://de.wikipedia.org/wiki/Polarkoordinaten#Zylinderkoordinaten, letzter Zugriff 13.04.2021.
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Die Umrechnung von kartesischen Koordinaten in Polarkoordinaten ist etwas schwieriger, weil
man mathematisch gesehen dabei immer auf eine (nicht den gesamten Wertebereich des
Vollwinkels umfassende) trigonometrische Umkehrfunktion angewiesen ist. Zunichst kann aber
der Radius p (oder auch r) mit dem Satz des Pythagoras einfach wie folgt berechnet werden:

p= [+

Fiir die Berechnung von ¢ kann beispielsweise die Gleichung
y
t = =
an@ =

verwendet werden, man muss sich aber des eingeschriankten Wertebereichs sowie der
Mehrdeutigkeit bewusst sein!

Vor einer moglichen Verwechslung ist zu warnen: Das waren die Umrechnungsformeln! Die
Einheitsvektoren in Richtung zunehmender r,@,z- Koordinaten in Zylinderkoordinaten lauten
hingegen

3.2.2. Gradient

Der Gradient!2ist eine Verallgemeinerung der Ableitung in der mehrdimensionalen Analysis. Als
Differentialoperator kann er beispielsweise auf ein Skalarfeld angewandt werden und liefert in
diesem Fall ein Vektorfeld, das Gradientenfeld genannt wird.

In kartesischen Koordinaten sind die Komponenten des Gradient — Vektors die partiellen
Ableitungen im Punkt P, der Gradient zeigt deshalb in die Richtung der gréften Anderung. Der
Betrag des Gradienten gibt den Wert der grofRten Anderungsrate an diesem Punkt an.

12 Unter Verwendung von https://de.wikipedia.org/wiki/Gradient (Mathematik), letzter Zugriff
29.03.2021.
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« Zwei Skalarfelder, dargestellt als Grauschattierung (dunklere
Farbung entspricht gréfderem Funktionswert). Die blauen Pfeile darauf
symbolisieren den zugehorigen Gradienten.

Interpretiert man beispielsweise die Reliefkarte einer Landschaft als eine Funktion h(x, y), die
jedem Ort die Hohe an dieser Stelle zuordnet, dann ist der Gradient von h an der Stelle (x, y) ein
Vektor, der in die Richtung des grofsten Hohenanstiegs von h zeigt. Der Betrag dieses Vektors gibt
die grofdte Steigung an diesem Punkt an.

Der Gradient wird mit dem Nabla - Operator V oder auch nurV gebildet. Die Vektor -Schreibweise

ist vorzuziehen, da diese andeutet, dass der Nabla - Operator hilfsweise als Vektor verstanden

werden kann.

Berechnung: Gegeben sei das reelle Skalarfeld f(#) als Funktion in kartesischen Koordinaten
R*" > R;7 € R";b € R:f(¥) > b

Dann hat der Gradient die euklidische Darstellung

of (1) of
dx dx

. )
£ = grad f) = | L0 a’;

o) \J)

Die Schreibweisen Nabla und grad werden synonym verwendet. Das Ergebnis ist ein
Spaltenvektor. Hier wird er im euklidischen Raum dargestellt, aufgrund des einfachen
Bildungsgesetzes sollte klar sein, dass er auch mit beliebig vielen Dimensionen > 1 gebildet
werden kann. Dann wird die fiir euklidische Koordinaten reservierte Notation x, y, z durch x1, x»,
x3, etc. ersetzt. Sollte der Argumentvektor als bekannt vorausgesetzt werden, kann er wie
angefiihrt auch weggelassen werden, um eine kompaktere Darstellung zu erzielen.

Beispiel

Fi) = @ +ay =) 2T 5@ = (113

Eine bedeutsame Eigenschaft der aus dem Gradienten hervorgegangenen speziellen Vektorfelder
ist die Integrabilititsbedingung. Das bedeutet, dass solche sogenannten Gradientenfelder nach
dem Satz von Schwarz immer ,integrabel” sind. Da solche Gradientenfelder in der Physik die
besondere Bedeutung haben, dass sie von Zentralkréften hervorgebracht werden, nennt man sie
auch Potentialfelder.

Gegeben sei ein reelles n - dimensionales Gradientenfeld E;(xlmn).
Dann gilt fiir allei, k € N; i,k < n; i #k

G, 9Gy _

x, 0x;

Aquivalent zur Integrabilititsbedingung sind folgende Eigenschaften der Gradientenfelder:
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» Wegunabhédngigkeit des Kurvenintegrals: Der Wert des Kurvenintegrals entlang einer
beliebigen Kurve innerhalb des Feldes ist nur von ihrem Anfangs- und Endpunkt abhangig,
nicht dagegen von ihrer Lange.

> Verschwinden des Ringintegrals fiir beliebige Randkurven: § G ) dfr=0

» Generelle Rotationsfreiheit bzw. Wirbelfreiheit des Feldes: rot G—n)(xl...n) =0

Beispiel Integrabilitit: Gegeben sei eine Zentralkraft, der Einfachheit halber hier lediglich
zweidimensional formuliert.

( ; w
. . [2 T 2
(@ =Gy ="

\ o>
Dann ergibt sich das Potentialfeld zu

N [ X Y
00 = | = = =0

Jeweils unter Beriicksichtigung der Integrations - Konstanten

o) = /x2+y2+C(y) = /x2+y2+C(x)

In diesem speziellen Fall sind die beiden Konstanten 0 und man erhélt das Potential

¢®=/f+f=m

¢ =(7)

X

Gegenbeispiel

F(x,y)=J—ydx=fxdy?

F(x,y)==xy+C(y)=xy+C(x)?
Offensichtlich gibt es kein Paar von Konstanten, sodass diese Gleichung erfiillt ware. G ist daher

kein Potentialfeld. Natiirlich ware dies auch aus der Integrabilititsbedingung zu erkennen
gewesen.
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3.2.3. Rotation13

Als Rotation oder Rotor bezeichnet man in der Vektoranalysis einen bestimmten
Differentialoperator, der einem Vektorfeld im dreidimensionalen euklidischen Raum mit Hilfe der
Differentiation ein neues Vektorfeld zuordnet.

A A A A v v aa ey
A A Al b v ooaa ARANEY
Die Rotation eines Stromungsfeldes gibt fiir jeden Ort das Doppelte der A e
Winkelgeschwindigkeit an, mit der sich ein mitschwimmender Kérper — : {7777~ - -~~~ NB
dreht (,rotiert”). Dieser Zusammenhang ist namensgebend. i 'y
38 2
REANAXNN S~ a2 iy
Das Geschwindigkeitsfeld einer rotierenden Scheibe besitzt eine  * }ly i - -2 - ’
konstante Rotation parallel zur Drehachse. Es muss sich aber nicht . i it 0:22227
immer um ein Geschwindigkeitsfeld und eine Drehbewegung handeln; AR e ppry

beispielsweise betrifft das Induktionsgesetz die Rotation des
elektrischen Feldes.

Ein Vektorfeld, dessen Rotation in einem Gebiet iiberall gleich null ist, nennt man wirbelfrei oder,
insbesondere bei Kraftfeldern, konservativ. Umgekehrt: Ist das Gebiet einfach
zusammenhdngend, so ist das Vektorfeld genau dann der Gradient einer skalarwertigen Funktion,
wenn die Rotation des Vektorfeldes im betrachteten Gebiet gleich null ist.

Andere Formulierung: Zur Berechnung der Rotation wird eine
kleine Fliache (hier kreisformig) mit dem Normalenvektor n 2z ) !7,, ¥

P4
betrachtet. Wenn das Vektorfeld im Bereich der Fliche konstant 5 7~ YooL X I N
far (! 1

ist, verschwindet die Rotation. Nimmt V dagegen quer zur /(_ . { /:,"" Nes 'y I
Feldrichtung zu, so ist n - rot V ungleich Null. Die Rotation wird , _,_, it @ S
maximal, wenn V parallel zum Wegelement dr des Randes der

Flache ist.

Die Definition der Rotation in kartesischen Koordinaten:
Sei F:R3 > R3, ﬁ'(x, v,z) » F(x,y,2),E,(x,y,2),F,(x,y,z) ein dif ferenzierbares Vektorfeld.

Dann ergibt sich die Rotation zu

] dF, OF,
ax E dy 0z
- . 0 x
rot F(x,y,z):=V X F=|— x| F |= aﬁ_@
dy E dz  Ox
d / z OF, 0F, /
0z ox dy

Die Schreibweise als Kreuzprodukt folgt aus der Darstellung der Rotation als formale
Determinante einer Matrix. Bei der Berechnung wird an das Minus bei der y - Komponente
erinnert, das aus den Entwicklungsregeln flir Determinanten resultiert. In der Schreibweise
rechts ist dieses bereits berticksichtigt.

13 Unter Verwendung von https://de.wikipedia.org/wiki/Rotation eines Vektorfeldes, letzter Zugriff
05.04.2021.
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Beispiel: Ein Geschwindigkeitsfeld sei wie folgt definiert:

Seine Rotation ergibt sich damit zu

0-0 0
rotv(x,y,z)=< 0-0 >=<0>
1-(=1/) \2

Das bedeutet, das Geschwindigkeitsfeld fiihrt zu einer konstanten Rotation 2, w=1.

Die Rotation in zwei Dimensionen kann als Spezialfall mit besonderen Eigenschaften betrachtet
werden: Ein Vektorfeld im zweidimensionalen, euklidischen Raum kann als Vektorfeld in drei
Dimensionen aufgefasst werden, das nicht von der dritten Koordinate abhdngt und dessen dritte
Komponente verschwindet. Seine Rotation besteht aus einer Komponente, die senkrecht zum
Vektorfeld in drei Dimensionen steht.

0 0
. . (o (Fx)_ 0
rot F(x,y):=V X F = 9 % E) =\ 05 Ok

dy ox dy

Man kann diese spezielle Form der Rotation auch als Skalarfeld interpretieren, da die z -
Komponente nun den gleichen Wert hat wie der Betrag des Rotations - Vektors.

Die Definition der Rotation in Zylinderkoordinaten:
Gibt man das Vektorfeld in Zylinderkoordinaten (r,¢,z) als Linearkombination
F(r,9.2) = Fe(1,0,2)& + Fy (1, 0,2)6 + F, (1, 9,26,

der Vektoren

an, die auf Einheitsldnge normiert an jedem Punkt in Richtung zunehmender r,¢,z - Koordinaten
zeigen, so ist die Rotation

S 10F, 0dF,] .
rot F(r,¢,z) = |- — é-+

[aFr
rde o0z | "

OF,1 __ 170 OF,] _
e LRl Pl Fo) = 50] &
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Beispiel: Rotation der magnetischen Feldstarke

Der Gleichstrom stromfiihrende Leiter liege in der z - Achse. Die Feldlinien liegen daher parallel
zur X-y — Ebene und in konzentrischen Kreisen um den stromdurchflossenen Leiter.

Dann erhédlt man die vektorielle Darstellung der magnetischen Feldstarke in Zylinderkoordinaten

0

Ho 90 = ——2g = =
H .z —ane(p— 2mr

0

Jetzt kommt ein Trick: Wir legen die Stromdichte beziiglich der von der Feldlinie umschlossenen
Flache fest

[=j r’nm
Daher
0 0
L2 - N
Ao = (L0 ) < (L) = () (r
2mr 2 2 0
0 0
Rotation

- j 190 007 _ 00 001 __ 1o 2071 _
TOtH(r,CP;Z)=<—)'<[ ] + [— ]eq)+—[—(r-r)—— ez)
r lor 610}

2) \[rae 9zl ™" laz or F]
- j 1 1[o(r?
rotH(r,(p,Z)=<%)-<[;0—0]€r+ [0 —0]e, + ;[%—0]6})

= Jjy 1 ~ (] -
rot H(r,@,z) = (E) . -[2r] - €, = (E) 26,

0

rot H(r,@,z) = <0>
J

Was einigermaféen der Intuition entspricht. Intuitiv ist der ganze Begriff der Rotation eines
Magnetfeldes, wenn man sich vorstellt, dass ein Ladungstriager im magnetischen Feld umso
starker in die Kreisbahn beschleunigt wird, je hoher die lokale magnetische Feldstarke ist. Und
mit dem genannten Trick, die Stromdichte auf die von der Feldlinie umschlossenen Flache zu
beziehen, wird auch diese intuitiv fassbar. Dass das bei Maxwell nicht so steht, sollte dabei nicht
storen, es geht ja nur um die Vorstellung.

Jedenfalls ist das der stationdre Teil des ,Erweiterten Durchflutungsgesetzes”, des vierten
Maxwellschen Gesetzes.
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Jetzt probieren wir das in kartesischen Koordinaten. Aufpassen: An die korrekte Verwendung der
z - Koordinate denken! Nur weil diese im Vektor der Feldstiarke verschwindet, heif3t das nicht,
dass man sie weglassen darf!

-y
(—sin ((p)) <\/x2 +y2+ zz>
é.(; = =

cos (¢) < X )
0 \,/x2+y2+zz/
0
Dazu
p=+x2+y?+2z2
Einsetzen

H(p,¢,z) = >

(e
-H(W)

Jetzt kommt wieder der schon verwendete Trick: Wir legen die Stromdichte beziiglich der von der
Feldlinie umschlossenen Flache fest

I
N

y
r_z ]

H(x y,z)— X = x
=) 2 0
0

Rotation

0F, O0F, 00 Jx

dy 0z dy 0z

J0F, OF, | 0 — y 20

) )
0z Ox 2| a0z  ox 2

o _on | |0 -y
ox 0dy ox 0y

. 0-0 . /0 0
rotH(x,y,z)=| —=—-—=2 | = (10201)>=%<0>=<0>
—_(— 2 ]

Passt!
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3.2.4. Divergenz

Die Divergenz eines Vektorfeldes!4 ist ein Skalarfeld, das an jedem Punkt angibt, wie sehr die
Vektoren in einer kleinen Umgebung des Punktes auseinanderstreben (lateinisch divergere).
Interpretiert man das Vektorfeld als Stromungsfeld einer Grofie, fiir die die Kontinuitiatsgleichung
gilt, dann ist die Divergenz die Quelldichte. Senken haben negative Divergenz. Ist die Divergenz
tiberall gleich null, so bezeichnet man das Feld als quellenfrei. Die Divergenz ergibt sich aus dem
Vektorfeld durch Anwendung eines Differentialoperators.

Divergenz ist als Wort eigentlich aus der Strahlenoptik bekannt, wird hier aber viel allgemeiner
gebraucht: Unter Divergenz verstehen wir das ,Netto“ der aus einem Raumgebiet kommenden

Vektoren des betrachteten Vektorfeldes. Die Divergenz ist ein Skalarfeld, das an jedem Punkt
angibt, ob das Feld dort eine Quelle/Senke besitzt und wie ergiebig diese ist.

Formal entsteht die Divergenz als Skalarprodukt des Nabla-Operators V mit dem Vektorfeld F.
Sei F:R™ - R", (X1, Xy, ..., Xp) = Fy, Fy, ..., E, ein dif ferenzierbares Vektorfeld.

Dann ist die Divergenz von F definiert als

= C0x;  Ox, 0x,,
Oder speziell euklidisch
divFi=v . F=2x, 0 OF
= ~9x Ay o0z

Didaktisch scheint die Notation V - F ein wenig problematisch, da damit das Produkt der
partiellen Ableitung mit dem jeweiligen Vektor assoziiert wird, dabei handelt es sich doch um die
Bildung der partiellen Ableitung. Hilfreich ist hingegen an dieser Notation, dass sofort sichtbar ist,
dass das Ergebnis ein Skalar sein muss.

In Zylinderkoordinaten gilt fiir die Divergenz eines Vektorfeldes F (p, o, 7)

. 10 1F, 0F,
dlUF—;%(,D P';))'i';% E

Beispiel 1: Gegeben ist das Vektorfeld?!s
. 2x
Fﬁ)=<y>
4

02x) d(y) 94
dx + dy * 0z

Dieses hat die Divergenz

divF:=V - F = =24+1+0=3

14 Unter Verwendung von https://de.wikipedia.org/wiki/Divergenz eines Vektorfeldes letzter Zugriff
29.03.2021.
15 Beispiel aus https://de.universaldenker.org/lektionen , letzter Zugriff 05.04.2021.
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Das betrachtete Vektorfeld hat also eine an jedem Ort konstante positive Divergenz. Das heif3t,
egal welcher Ort fir 7 eingesetzt wird, jeder Ort hat eine positive Divergenz mit dem Wert 3. Jeder
Ort stellt eine Quelle des Vektorfeldes dar. Das Vektorfeld 'flief3t' an jedem Punkt heraus.

Beispiel 2: Zentralkraftfeld

9

3
(x2+y2+7°)2

9

F(x,y,z)=C"

Der Vorfaktor ist konstant

K= -
(x2+y?2+7%)2
Komponentenweise Darstellung
X
K, = 3
(x2 +y2 + z%)2
y
K, = 3
(x2 + y2 + z%)2
z
K, = 3
(x%2 +y%2 +7%)2
3 3 1
a x (2+y?+292-1-x-5- (P +y* +292-2x  (x24y2+272) —3x> —2x2 +y? + 72

3= 2121 723 5 5
ax(x2+y2+zz)7 (@ +y2+ 2 (x2 +y?2+29)2 (x2+y2+29)2

- OJF J0F, JF, —2x% 4+ y? + 22 x2 —2y2 4+ 72 X2 +y2 — 222
divKk=—2+-2+Z2= y + y N y

x —
dx dy 0z =0

5 5 5
(x2+y2+29)2 (x2+y2+2%)2 (x2+y2+279)2
Das Zentralkraftfeld ist daher quellenfrei.

Achtung: Bei der Betrachtung kugelférmiger Felder ist streng zwischen Zentralkraftfeldern und
kugelférmigen Vektorfeldern zu unterscheiden!

Die Zentralkraftfelder geniigen dem Bildungsgesetz

X
_ . z
F(x,y,z) =K 3
(x* +y* 4+ 2%)2

Ihre Divergenz ist fiir r > 0 immer O, fiir r = 0 unendlich: Abgesehen vom Zentralkraft — Zentrum
hat das Feld keine weiteren Quellen oder Senken.
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Beispiel 3: Ein kugelférmiges Vektorfeld folgt beispielsweise aus dem Bildungsgesetz

o X
F(x,y,2) = K'()’)

V4

Dessen Divergenz ist 3K. Da die Kraft mit steigendem Abstand zum Ursprung groféer wird, gibt es
offensichtlich in jedem Raumpunkt eine weitere Quelle.

Beispiel 4: Das elektrische Feld einer Kugel mit homogener Ladungsdichte!6

Die Gesamtladung sei Q, der Kugelradius R, das Kugelvolumen V, Ladungsdichte p.

Die elektrische Flussdichte D hat gemifl dem Coulombschen Gesetz aufierhalb der

Kugeloberfliache die Form
/\
—_ Q7 =)
D ) = . Q Q R
) 4mr? / ( /
\ Y
\\_/

Das entspricht einer Punktladung im Zentrum.

=

Innerhalb der Kugel wird nur der jeweils eingeschlossene Ladungsteil Q" wirksam. Aufgrund der
homogenen Ladungsdichte steht der jeweils eingeschlossene Ladungsteil Q" zur Gesamtladung im
Verhaltnis der Volumina

4 3
Q" 3TT
Q %TL’R3
Elementarumformung
,r3
Q=QE
Einsetzen
3
T
_ 7 Q5
D) = Qz'T= R3'F= Q3'F
4nr® || 4mr 4R

Fallunterscheidung: Aufierhalb der Kugel verschwindet die Divergenz der elektrischen

Flussdichte (Beispiel 2):
div( ¢ 3-F)=—Q - div 13 =0
4mr 4 r

Im Kugelinneren gilt (Beispiel 3)

16 Aus ,Dr. Hempel / Mathematisch Grundlagen - Divergenz®, letzter Zugriff 07.04.2021.
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B . Q Q o
div (D(r))=dw (m-r)=m-dw ") = -3 =
Bei homogener Ladungsverteilung ist im Innern der Kugel jeder Punkt eine Quelle des
elektrischen Feldes. Auferhalb der Kugeloberfliche ist das elektrische Feld quellen- und

senkenfrei.

Das ist Uibrigens bereits das erste Maxwellsche Gesetz!

Beispiel 5: Geladene Platte

Uber einer zweidimensionalen geladenen Platte, die in der x -y - Ebene liegt, entsteht eine
elektrische Flussdichte

Aist die Flache, Q die Gesamtladung. Das erste Maxwellsche Gesetz lautet
divD = p
Gute Frage - gilt das auch zweidimensional?
divD =0o
Dann wiirde gelten
divD = |I3 |

Nehmen wir einmal an, die ebenen Komponenten seien irrelevant, da das Feld ausschlieflich in z
- Richtung entsteht, hiefde das

Ein elementares Problem bei der Losung dieser einfach scheinenden DFG ist wohl, dass die
Ladungsverteilung auf einer zweidimensionalen Platte zu Distributionen fithrt. Vermutlich fiihrt
die richtige Losung auf eine Delta - Distribution, bei der die Ladungsdichte in z - Richtung
approximiert wird. Ich verwende eine meiner Lieblings - Distributionen, hier allerdings auf
f(0)=1 normiert.

zZ=¢ a

2z _Z

2

7 =——-¢a
aZ

2z _Z
— e a? = 1
aZ

Fiir a = 0,1 gibt es (WolframAlpha) eine schone Losung bei ungefahr z =-0,0005
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Probe ¥

20,0005 00005
—5qr e OF =09975~1

- W s \D

Graph fir Z,a= 0,1 Z0.15-0.10-005 | 005 010 0.15

Nachbesserung: f(0) = 1 und f'(=0) = 1: a= 0,01 und z = (-0,00005);
f(-0,00005) = f"(-0,00005) = 0,999975

-10 -05 0.5 1.0

Endgiiltiger Vorschlag

Alternate form assuming x is real:

Fallunterscheidung: Fiir kleine z, also auf der Platte gilt

0
T
D(x,y,z) = (111_r>r(1) 1 o
e a
Und dementsprechend
0
. 0 0 0
divD =o-div| lim| © =o-| lim 2 =010
a0\ z* a—-0 2z -z
e a? —?e a 1

Fiir grofe z, also aufderhalb der Platte gilt dann

- 0
D(x,y,z) =0 - (0)
1

. 0 0 0
divD=o-div|0)=0-({0]=|0
1 0 0

Und dementsprechend

Sieht doch gut aus!

Beispiel 6: Divergenz der magnetischen Feldstarke

Der Gleichstrom stromfiihrende Leiter liege in der z - Achse. Die Feldlinien liegen daher parallel
zur x-y — Ebene und in konzentrischen Kreisen um den stromdurchflossenen Leiter. Dann erhalt
man die vektorielle Darstellung der magnetischen Feldstarke in Zylinderkoordinaten

—_—

- I
H(P:‘P:Z) = meq’

Wir bilden die Divergenz von Vektor H

1y oH,
pdp 0z

div H( ) 1a( H,) +
v ,9,zZ) =——(p-
P, P papp o
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I

_— 10 127'[p a0
div H =——(p-0)+= —
v H(p,¢,2) pap(p )+p 30 +

- 1 1
divH =0+————+40
ivH(p,p,2) + 27 2 0p +

divH(p,9,2) =0

Das war das Gaufdsche Gesetz fiir Magnetfelder, das zweite Maxwellsche Gesetz.

3.2.5. Der Laplace - Operator A

Da die Operation ,Divergenz“ auf jegliche Vektorfelder anwendbar ist, lasst sie sich im Speziellen
auch auf das Vektorfeld des Gradienten anwenden:

L L L PF,  F 9F,
AF(7) = dlv(gradF(T))=V-(VF(r))=V2f= ﬁ-}_# (’)xnz
1 2 n

Oder euklidisch

9°F, 0°F, 0°F,

AF#) = V3f =
) f ox* * dy? * 0z*

Damit diese Operation definiert ist, muss 17"(17) zweimal differenzierbar sein. Dann ist der Laplace
- Operator eine lineare Abbildung. Der Laplace - Operator hat ein Skalarfeld als Argument und
einen Skalar als Ergebnis.

3.2.6. Orientierte Flachel? gt phg

elementaren Differentialgeometrie eine orientierbare Flache,
fiir die festgelegt wurde, welche ihrer zwei Seiten die Aufden- w
bzw. Innenseite ist. Die Orientierung einer Flache wird mit der
Wabhl eines der zwei moglichen Flichennormalenvektoren festgelegt. Die Aufenseite der Flache
ist diejenige, von der der gewahlte Normalenvektor wegfiihrt. Es gibt Flichen, die nicht
orientierbar sind, wie zum Beispiel das M6biusband.

Eine orientierte Flache ist im mathematischen Teilgebiet der . Qf\ﬁ i
X

Die Vereinbarung der Orientierung einer Flache ist insbesondere bei der Berechnung von
vektoriellen Oberflachenintegralen von grofder Bedeutung, z. B. in der Elektrostatik bei der
Verwendung des Gaufdschen Integralsatzes. Die Orientierung bestimmt das Vorzeichen des
Ergebnisses.

17 Aus https://de.wikipedia.org/wiki/Orientierte F1%C3%A4che, letzter Zugriff 06.04.2021.
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3.2.7. Gaufdscher Integralsatz18

Der Gaufdsche Integralsatz, auch Satz von Gaufd - Ostrogradski
oder Divergenzsatz, ist ein Ergebnis aus der Vektoranalysis. Er
stellt einen Zusammenhang zwischen der Divergenz eines
Vektorfeldes und dem durch das Feld vorgegebenen Fluss durch
eine geschlossene Oberfliche her. Der nach Gaufd benannte
Integralsatz folgt als Spezialfall aus dem Satz von Stokes, der auch
den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
verallgemeinert.

Anschauliche Bedeutung

Der Gaufdsche Integralsatz findet in vielen Bereichen der Physik Anwendung, vor allem auch in
der Elektrodynamik und der Fluiddynamik. Im letzteren Fall wird die Bedeutung des Satzes
besonders anschaulich. Nehmen wir an, das Vektorfeld F beschreibt flieRendes Wasser in einem
gewissen Raumbereich. Dann beschreibt die Divergenz von F gerade die Starke von allen Quellen
und Senken in einzelnen Punkten. M6chte man nun wissen, wie viel Wasser aus einem bestimmten
Bereich V insgesamt herausflief3t, so ist intuitiv klar, dass man folgende zwei Moglichkeiten hat:

» Man untersucht bzw. misst, wie viel Wasser durch die Oberfliche von V aus- und eintritt.
Dies entspricht dem Durchfluss von senkrechten Komponenten auf der Oberflache als
Oberflachenintegral.

» Man bilanziert (misst) im Innern des dadurch begrenzten Volumens, wie viel Wasser
insgesamt innerhalb von V in Senken (Lochern) verschwindet und wie viel aus Quellen
(Wasserzufliissen) hinzukommt. Man addiert also die Effekte von Quellen und Senken.
Dies wird alternativ und gleichwertig dann durch das Volumenintegral iiber die Divergenz
realisiert.

Der Gaufdsche Integralsatz besagt, dass tatsdachlich beide Moglichkeiten stets absolut gleichwertig
zum Ziel fithren. Er hat damit auch den Charakter eines Erhaltungssatzes der Energie.
Allgemeine Formulierung:

Es sei V — Rn eine kompakte Menge mit abschnittsweise glattem Rand S=dV, der Rand sei
orientiert durch ein duReres Normaleneinheitsvektorfeld 7. Ferner sei das Vektorfeld F stetig
differenzierbar auf einer offenen Menge U mit V < U. Dann gilt

f div Bd™Y = jﬁﬁ-ﬁdm—ns
Vv S

wobei F - 7 das Standardskalarprodukt der beiden Vektoren bezeichnet.

Zur Erinnerung: Der Normalenvektor einer gekriimmten Fliche in einem Punkt ist der
Normalenvektor der Tangentialebene in diesem Punkt. Ein Normaleneinheitsvektor oder eine
Einheitsnormale ist ein Normalenvektor der Lange 1.

18 Aus https://de.wikipedia.org/wiki/Gau%C3%9Fscher Integralsatz , letzter Zugriff 07.04.2021.
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Euklidische Formulierung:19

f(divﬁ)dv= fﬁ-d& :. da 7
4 4 v [l |< 7
i dv ”

Wobei V das gesamte Volumen des betrachteten Bereiches und A die
gesamte locherlose Oberflache dieses betrachteten Bereiches ist. v und s
a sind die entsprechenden Volums- bzw. Flachenelemente.

Folgendes ist zu beachten: Das Volumen, iiber das im Gauf3schen Integralsatz integriert wird, wird
auch Gauf3 - Volumengenannt; seine Oberfliche dementsprechend auch Gaufi - Oberflache. Diese
Oberflache gehdrt nicht zu einem real existierenden Objekt, sondern sie ist eine gedachte
Oberflache, die als Rechenhilfe benutzt wird, um beispielsweise das elektrische Feld einer realen
Kugel zu berechnen!

Noch eine zwar einsichtige, aber wichtige Formel

vadv=Q

rgenz%ZD,abgeschlossene%ZOOberﬂ%C3%A4Che%20dleses%ZOVOIumens%Z015 , letzter Zugriff
08.04.2021.



3.3. Physikalische Grundlagen

3.3.1. Stromstarke 20

Die Stromstéarke [ ist definiert als der Gréf3enwert der Ladung Q, der sich pro Zeitintervall t durch
eine (Ober-)Flache bewegt:

90
I===o6Q=|Idt
ac ¢ ft

Die Stromstarke ist eine gerichtete Grofe, die immer auf ein einzelnes Volumen und seinen Rand,
d. h. seine Oberflache, bezogen ist. Die Oberflache des Volumens wird dabei als orientierte Flache
aufgefasst. Die Stromstdrke ist das Maf} fiir den Strom aus diesem Volumen hinaus, daher zeigt
das Vorzeichen ihres GrofRenwerts die Stromrichtung an.

3.3.2. Stromdichte 21

Die Stromdichte j ist eine vektorielle Grofie. Ihr Betrag j, auch Intensitit genannt, ist die Menge,
die pro Zeitintervall und (Ober-)Flachenstiick dA das Volumen verldsst?2, und ihre Richtung ist
diejenige der mittleren Driftgeschwindigkeit der Bewegung:

I=Jf-d/f

Oder differentiell, also lokal

3.3.3. Kontinuitatsgleichung 23

Eine Kontinuitdtsgleichung ist eine bestimmte partielle Differentialgleichung, die zu einer
Erhaltungsgrofle gehoért. Sie verkniipft die zeitliche Anderung der zu dieser Erhaltungsgrofie
gehorigen Dichte p mit der raumlichen Anderung ihrer Stromdichte J:

ap = - ap .o

—t+V ]—E+dw1—0

Die Kontinuititsgleichung tritt in allen Feldtheorien der Physik auf. Die erhaltenen Groéfien
koénnen Masse, Energie, elektrische Ladung, Wahrscheinlichkeit und einige Teilchenzahlen
(Leptonenzahl, Baryonenzahl) sein, es muss sich allerdings um eine Erhaltungsgrofie handeln!

Intuitiv formuliert sagt sie aus, dass sich die spezielle Erhaltungsgrofde (z.B. die Ladungsdichte)
nur in dem Mafe verdndern kann, in dem die Trager dieser Erhaltungsgrofie zu- bzw. abfliefien.

20 Aus https://de.wikipedia.org/wiki/Strom (Physik) , letzter Zugriff 06.04.2021.

21 Aus https://de.wikipedia.org/wiki/Strom (Physik), letzter Zugriff 06.04.2021.

22 Die immer wieder verwendete Darstellung der Stromdichte als Quotient von Strom und vektoriellen
Flachenstiick ist mathematisch nicht definiert und sollte unterlassen werden!

23 Aus https://de.wikipedia.org/wiki/Kontinuit%C3%A4tsgleichung, letzter Zugriff 04.04.2021.
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In der Elektrodynamik ergibt sich die Kontinuitédtsgleichung fiir die elektrische Ladungsdichte p
und die elektrische Stromdichte J.

3.3.4. Ladungsdichte 24

Die elektrische Ladungsdichte ist eine physikalische Grof3e aus der Elektrodynamik, die eine
Ladungsverteilung beschreibt. Da es sowohl positive als auch negative Ladungen gibt, sind fiir die
Ladungsdichte ebenfalls sowohl positive als auch negative Werte moglich. Die elektrische
Ladungsdichte ist ein Skalar. Nicht mit der Ladungsdichte zu verwechseln ist aufierdem die
Ladungstragerdichte, also die Anzahl der Protonen, Elektronen usw. pro Raum-, Flachen- oder
Langeneinheit.

Da Ladungen im Raum, an Oberflachen oder entlang eines diinnen Drahtes verteilt sein kénnen,
kann die Ladungsdichte durch folgende Gréfien beschrieben werden:

» Raumladungsdichte: Die Ladung Q pro Volumen V, iibliches Symbol p (rho)
dQ [As

)= 0[]
dV lm

» Oberflachenladungsdichte: Die Ladung Q pro Flache 4, iibliches Symbol o (sigma)

o

_dQ [As]
T dAlm?
» Linienladungsdichte: Die Ladung Q pro Lange ], iibliches Symbol A (lambda).

L _dq [AS]

“dllm

3.3.5. Elektrische Flussdichte 25

Die elektrische Flussdichte D - auch elektrische Erregung,
dielektrische = Verschiebung,  Verschiebungsdichte  oder
Verschiebungsflussdichte genannt - beschreibt die Dichte der
elektrischen Feldlinien in Bezug auf eine Fldche. Sie ist eine —
physikalische Gréfde der Elektrostatik und Elektrodynamik und
gemafl dem internationalen Einheitensystem in der Einheit
Coulomb pro Quadratmeter (C/m?) angegeben.

P1 p2

I

VYVYYYYY

EXETXrETTXET =il

Die elektrische Flussdichte ist eine vektorielle, also gerichtete Grofie — im Gegensatz zur skalaren
Flachenladungsdichte o, die in derselben Einheit angegeben wird.

P2

Herrscht zwischen zwei Punkten P; und P, im Raum eine
elektrische Spannung, so spricht man von unterschiedlichen
Potentialen in P; und P,. Dazwischen liegen Aquipotentialflichen,
d. h. geschlossene Flachen mit jeweils konstantem Potential. Im
rechten Winkel zu diesen Aquipotentialflichen (in der Graphik

P

YYVYYVYVYVYY

24 Aus https://de.wikipedia.org/wiki/Ladungsdichte , letzter Zugriff 06.04.2021.
25 Aus https://de.wikipedia.org/wiki/Elektrische Flussdichte, letzter Zugriff 06.04.2021.
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rot) stehen die elektrischen Flusslinien. Entsprechend der Definition der elektrischen Feldstiarke
sind positive Ladungen die Quelle des elektrischen Flusses, negative Ladungen die Senke.

Zum intuitiven Verstindnis der elektrischen Flussdichte diene das Bild, dass aus jedem
Ladungstrager eine Feldlinie austritt. Da die Feldlinien die gleiche Polaritidt aufweisen, wie die
Ladungstrager die sie hervorgebracht haben, konnen Feldlinien einander niemals kreuzen. In der
unmittelbaren Nahe der geladenen Oberflache ist damit die Flachenladungsdichte o betragsmaf3ig
gleich der elektrischen Flussdichte |ﬁ|. In homogenen Feldern (z.B. im Plattenkondensator) bleibt
das iiber das gesamte Feld so, in inhomogenen Feldern (z.B. um geladene Konduktorkugeln oder
im Zylinderkondensator) nicht.

Die Gesamtheit aller Feldlinien, die im rechten Winkel durch eine
Aquipotentialfliche durchtreten, bezeichnet man als elektrischen
Fluss . Der elektrische Fluss {5, der durch eine beliebige Flache
A hindurchtritt, ist daher gleich dem Flachenintegral der

elektrischen Flussdichte D. Dabei tragt nur jener Anteil des
elektrischen Flusses bei, der normal zur Fliche A steht.
Mathematisch wird dies ausgedriickt mittels Vektoren und durch
die Operation des Skalarproduktes (inneren Produkts): -

+Q -Q

T * * + + + %]

N

¢=LB-dA

Der elektrische Fluss durch eine geschlossene Flache ist somit gleich der von dieser Fliache
eingeschlossenen elektrischen Ladung:

fﬁ-dﬁ:fp-dv=Q
A |4

3.3.6. Lenzsche Regel 26

Nach der Lenz’schen Regel wird durch eine Anderung des
magnetischen Flusses durch eine Leiterschleife eine Spannung
induziert, so dass der dadurch flieRende Strom ein Magnetfeld
erzeugt, welches der Anderung des magnetischen Flusses
entgegenwirkt, ggf. verbunden mit mechanischen Kraftwirkungen
(Lorentzkraft).

So gesehen ist die Lenz'sche Regel eine Folgerung des allgemeinen Faraday’schen
Induktionsgesetzes:

(E+7xB)-ds=——

Die elektromagnetische Induktion ist eines der grundlegenden Phianomene der Elektrophysik.
Das Induktionsgesetz stellt einen Zusammenhang zwischen Magnetfeldern und elektrischen
Spannungen her und ist insbesondere zum Verstandnis elektrischer Maschinen notwendig.

Die Lenz’sche Regel besagt, dass der induzierte Strom eine Anderung des magnetischen Flusses
zu verhindern sucht. Die Anderung des magnetischen Flusses ist dem Induktionsgesetz (einem

26 Aus https://de.wikipedia.org/wiki/Lenzsche Regel, letzter Zugriff 13.04.2021.
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Teil der Maxwell - Gleichungen) entsprechend die Ursache fiir die Entstehung des
Induktionsstromes.

Die Lenz’sche Regel steht in unmittelbarem Zusammenhang mit dem Energieerhaltungssatz: Die
Energie flir den Aufbau des elektrischen Feldes stammt aus dem Magnetfeld. Ihre physikalische
Aussage entspricht der des Minuszeichens innerhalb des Induktionsgesetzes, das in integraler
Form wie folgt lautet:

h

Aufder linken Seite steht die induzierte Spannung (Integration der elektrischen Feldstarke E iiber
einen geschlossenen Weg dA), auf der rechten die zeitliche Anderung des magnetischen Flusses
(Integration des Skalarproduktes von magnetischer Flussdichte B und dem
Flachennormalenvektor iiber die vom Weg dA umschlossene Flache A).

T
QU
"l
I
|
—
Q
oo}
QU
o

Kurzfassung: Die Induktionsspannung wirkt immer ihrer Ursache, der Anderung des
magnetischen Flusses, entgegen.

3.3.7. Ampéresches Gesetz
Das Amperesche Gesetz (Durchflutungssatz, Durchflutungsgesetz) ist ein Gesetz der
Elektrodynamik und eine der Maxwellschen Gleichungen. Es wurde von André - Marie Ampere

entdeckt und bildet fiir den Magnetismus die Analogie zum Induktionsgesetz.

Die differentiellen Formen lauten

Das Gesetz setzt das Kurvenintegral des magnetischen Feldes entlang einer geschlossenen Kurve
in Beziehung zum Strom, der durch die von dieser Kurve eingeschlossene Flache fliefst.

Die integrale Form des Gesetzes lautet (Annahme konstanter Stromdichte ist nicht erforderlich):

bzw.

Dabei ist S ein infinitesimales, orientiertes Teilstiick der geschlossenen Kurve S, und / der
innerhalb von Sflief3ende Strom.

Die integrale Formulierung ldsst sich folgendermafden interpretieren:

Um einen beliebig geformten Leiter - sei es ein Draht, eine Metallplatte, eine Spule, oder auch nur
ein sehr kleines Stiick eines grofieren Leiters - legt man gedanklich einen (Mess-)Rahmen. Dieser
Rahmen kann von beliebiger Form sein, z. B. ein Rechteck oder ein Kreis von beliebiger Grofie.
Wenn durch den Leiter ein Strom fliefdt, verursacht dies ein Magnetfeld. Wenn man am Rahmen
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entlanggeht und fiir jedes kleine Stiick des Rahmens die Komponente des
Magnetfelds in Richtung des kleinen Rahmenstiicks addiert, dann erhalt
man, wenn der Rahmen umrundet ist, eine Summe, die dem Strom durch
den Leiter proportional ist.

Magnetfeld der Spule

Bei direkter Anwendung des ampéreschen Gesetzes zur Bestimmung eines
Magnetfelds erhdlt man meistens nur Losungen fiir vereinfachte Falle, zum
Beispiel, wenn man annimmt, dass das Magnetfeld einer Spule iiberall entlang oder entgegen der
Achse der Spule und innen homogen ist, was aber nur fiir die unendlich lange Spule zutrifft.

Man habe eine solche Spule mit 7 Windungen pro Strecke / Man legt einen rechteckigen Rahmen
durch die Spule, dessen obere Seite mit der Lange ain der Spule liegt, und dessen rechte und linke
Seite unendlich lang sind. Zu diesen Seiten steht nach Annahme das Magnetfeld senkrecht, die
Komponente in Richtung des Rahmens ist also Null. Die untere Seite ist unendlich weit weg, wo
das Magnetfeld Null sein muss. Es bleibt also vom Integral nur die obere Seite, wo die Komponente
des Magnetfelds genau parallel ist. Also gilt:

fﬁ(?)-d§=a§(?)=auol?
s

Woraus folgt
= n
B(r) =pol N
Oder ohne Bezug auf ein Material

-, ['Tl
H(T)=T

womit man den Betrag des Magnetfelds in der Spule bestimmt hat. Dies ist die in der
Elektrotechnik praktisch verwendete Formel. Man beachte, dass wie so oft in der Physik die
Integrale nicht ausgerechnet, sondern deren Wert durch Uberlegung bestimmt werden.

3.3.8. Verschiebungsstrom 27

Der Verschiebungsstrom ist der Teil des elektrischen Stromes, der durch die zeitliche Anderung
des elektrischen Flusses gegeben ist. Er wurde von James Clerk Maxwell als nétiger Zusatzterm
im ampereschen Gesetz erkannt.

Der elektrische Strom setzt sich aus zwei additiven Komponenten zusammen:

» Der Konvektionsstrom I; beruht auf gemeinsamem elektrischen und Stoffstrom, ohne dass
die Ladungstrager, z. B. Leitungselektronen oder lonen, durch eine Riickstellkraft an eine
Ruhelage gebunden sind. Oft ist der Antrieb fiir die Bewegung ein elektrisches Feld, siehe
elektrische Leitfahigkeit, siehe aber auch Diffusionsstrom, Thermoelektrizitit und Van -
de - Graaff -Generator. Umgangssprachlich bedeutet elektrischer Strom nur diese
Komponente.

> Der Verschiebungsstrom I, entspricht Anderungen der elektrischen Flussdichte, die aus
zwei Beitragen besteht: der Bildung oder Ausrichtung elektrischer Dipole in Materie, siehe

27 Aus https://de.wikipedia.org/wiki/Verschiebungsstrom , letzter Zugriff 13.04.2021.
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dielektrische Polarisation, und der elektrischen Feldstirke multipliziert mit der
elektrischen Feldkonstanten.

Mathematisch lasst sich der totale Strom I als Summe aus beiden Komponenten ausdriicken als:
I=1+1,

Dadurch wird eine begriffliche Erweiterung des ampeéreschen Durchflutungsgesetzes notig, die
den gesamten elektrischen Strom in der Form

. AE\ .
I=f<aE+s—>-dA

ausdrickt.

Dabei ist der erste Summand der Leitungsstrom, der von der elektrischen Feldstarke E ausgelost
wird. Die dabei auftretende Konstante o ist die elektrische Leitfahigkeit des Mediums (Leiters), in
dem der Leitungsstrom flief3t.

Der zweite Summand ist der Verschiebungsstrom mit der zeitlichen Anderungsrate der
Feldstarke und der Permittivitit €. Die Permittivitit ist das Mafd der im Medium moglichen
Polarisation. Verschiebungsstrom ist wichtig in Materialien mit hoher Permittivitit und geringer
Leitfahigkeit, also Nichtleitern (Isolatoren). Ein Sonderfall mit nicht vorhandener Leitfihigkeit,
aber schwach vorhandener Permittivitit gy (Vakuum): In ihm fliefst (abgesehen von freien
Ladungstragern infolge eventueller hoher Feldstidrken) nur Verschiebungsstrom.

Bei zeitlichen harmonischen (sinusférmigen) Anderungen ist im gleichen Medium der
Verschiebungsstrom gegeniiber dem Leitungsstrom immer um 90° (m/2) phasenverschoben.
Hingegen sind in einem Stromkreis, der durch einen Isolator unterbrochen ist, der im Isolator
dominierende Verschiebungsstrom und der im elektrischen Leiter dominierende Leitungsstrom
miteinander in Phase, und die beiden Strome sind betragsmaf3ig praktisch gleich. Dieser technisch
wichtige Fall tritt beim Kondensator im sinusférmigen Wechselstromkreis in Erscheinung: Der
Strom in den Zuleitungsdrahten und den Kondensatorplatten (elektrischer Leiter) wird durch den
Leitungsstrom getragen, der Strom durch das Dielektrikum (Isolator) zwischen den
Kondensatorplatten primar durch den Verschiebungsstrom. Ohne Verschiebungsstrom ware
keine Stromleitung durch den Kondensator méglich - wenngleich diese Stromleitung durch den
Verschiebungsstrom wegen der nétigen zeitlichen Anderungsrate beim elektrischen Fluss immer
auf Wechselstrome (zeitliche Anderung) limitiert ist.

Der Verschiebungsstrom, die Anderung des elektrischen Flusses durch eine Oberfliche A, ist
definiert durch
_4y

b =3¢

Mit dem bereits bekannten Zusammenhang zwischen elektrischem Fluss und elektrischer
Durchflutung

z/;=f5-dff
A
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3.4. Die mikroskopischen Maxwell - Gleichungen

Diese einfache Version vernachléssigt den Einfluss der Materie auf die Felder und ist daher fiir
den Einstieg besonders gut geeignet.

Name:

SI - Formulierungen:

Physikalische Bedeutung:

Name:

SI - Formulierungen:

Physikalische Bedeutung:

Name:

SI - Formulierungen:

Physikalische Bedeutung:

Name:

SI - Formulierungen:

Gaufdsches Gesetz

V-E=£

€o
divf=£
€o
div5=p

Elektrische Feldlinien divergieren voneinander unter Anwesenheit
elektrischer Ladung; die Ladung ist die Quelle des elektrischen
Feldes.

Gaufdsches Gesetz flir Magnetfelder

V-B=0
divB=0
divH =0

Magnetische Feldlinien divergieren nicht, das Feld der
magnetischen Flussdichte ist quellenfrei; es gibt keine
magnetischen Monopole.

Induktionsgesetz
VXE =— ot

tE = 08
TORE = T

Anderungen der magnetischen Flussdichte fithren zu einem
elektrischen Wirbelfeld. Das Minuszeichen schlégt sich in der
Lenzschen Regel nieder.

Erweitertes Durchflutungsgesetz
Son 5 oF
VX B =HoJ + Ho&o 57

- R oE
rot B = poj + Moo 57
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tH=7+ L
rotH =j+ =
Physikalische Bedeutung: Elektrische  Strome, sowohl Leitungsstrom als auch

Verschiebungsstrom fiithren zu einem magnetischen Wirbelfeld.

Das war’s auch schon.

3.5. Die Arbeit im Magnetfeld

3.5.1. Die Kraft im Magnetfeld

Eine bewegte Ladung erfahrt im Magnetfeld eine Kraft, die senkrecht zur Bewegungsrichtung und
senkrecht zur Feldstarke des Magnetfeldes gerichtet ist. Die Kraft nennt man Lorentz - Kraft. Da
Kraft und Bewegungsrichtung immer senkrecht aufeinander stehen, wird durch diese Kraft keine
Arbeit verrichtet.

Die Lorentz - Kraft ist proportional zur Geschwindigkeit der Ladung v, zur Ladungsmenge Q und

zur magnetischen Feldstarke B. Die Richtung der Lorentz - Kraft wird durch das Kreuzprodukt
ausgedruckt:

F=Q (¥ xB)

Beachte: die Coulomb - Kraft ist nicht von der Geschwindigkeit abhdngig!

3.5.2. Die Energie des Magnetfeldes 28

Die Herleitung beginnt mit der Berechnung des B - Feldes einer Spule. Der l
Betrag des Magnetfeldes im Inneren einer langen Spule ist gegeben durch:

IN
B=Hol_

Hierbei ist NV die Anzahl der Spulenwindungen, / die Spulenldnge und gy die magnetische
Feldkonstante. Und da der Schaltkreis nicht abgeschaltet wurde, ist der Strom I eine zeitabhingige
Grofde (und damit auch das B - Feld).

Der magnetische Fluss @, durch die Spulenquerschnittsflache A hindurch, betragt daher

I'N
‘szB'A:Hol_'A

Das Induktionsgesetz, einmal ausgedriickt mit L. und einmal ausgedriickt mit der zeitlichen
Anderung des magnetischen Flusses, lautet:

dl
Una=-L - a

28 Aus https://de.universaldenker.org/argumentationen/336 , letzter Zugriff 15.04.2021.
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do.
Uina = _Nd_tm

N kommt hier aufgrund von N Querschnittsflichen jeder Spulenwindung vor, durch die der
magnetische Fluss geht.

Gleichsetzen ergibt

do,, dl
N =@
d®, L dl
dt ~ N dt

Die Ableitung des magnetischen Flusses nach der Zeit ergibt

Vergleich
L N A
N~ Hod
NZ
L = |.lo l_ . A
Wiederholung
IN
Bt
Strom explizit machen
Bl
Wo N

Ein Spezialfall ist der Energiegehalt einer Spule. Dieser lasst sich durch den Energiebedarf bei der
Aufladung analog zum Kondensator bestimmen. Als Wert ergibt sich

[2
W=L-—
2
Einsetzen
( Bl )2
Ho N
W=1L
2
Einsetzen
Bl\,
N? (u N)
W = A0
Ho ] 2
B2 [?
2 2 N2
Wo” N
W=py—-4
Ho ] >
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2

W=A-1

21

Al ist aber das Volumen V, somit ergibt sich der Energiegehalt des magnetischen Feldes zu

2

W=V [Ws]

21,

3.5.3. Die Bewegung einer Ladung im homogenen Magnetfeld

Als Spezialfall betrachten wir eine Ladung im homogenen T &0 & AT AN
Magnetfeld. Eine Ladung im homogenen Magnetfeld bewegt sich Ad s lafalal|B
auf einer Kreisbahn. Der Betrag der Geschwindigkeit bleibt il lidlidhidlis
konstant, da aus dem Magnetfeld keine Energie iibertragen wird.
Die Lorentz - Kraft verursacht die Radialbeschleunigung: Y

£
i

=Tl

NS

.
F=m-a

=X

Im rechten Winkel vereinfacht sich die Darstellung der Lorentz -
Kraft zu

F=Q -v-B X

Die Radialbeschleunigung (auch Zentripetalbeschleunigung)?? ergibt sich skalar, da
Tangentialgeschwindigkeit und Radius - Vektor aufeinander normal stehen zu

'172
a=—
T
Zusammengefasst
2
Q- -v-B=m- -—
Vereinfacht
m-v
Tr =
QB

29 Aus https://de.wikipedia.org/wiki/Zentripetalkraft , letzter Zugriff 15.04.2021.
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3.6. Von den Maxwell - Gleichungen zu den Wellengleichungen

3.6.1. Die Wellengleichung

Die Wellengleichung3?, auch D’Alembert - Gleichung nach Jean - Baptiste le Rond D’Alembert,
bestimmt die Ausbreitung von Wellen wie etwa Schall oder Licht. Sie zdhlt zu den hyperbolischen
Differentialgleichungen, das ist eine spezielle Auspragung partieller Differentialgleichungen.

Wenn das Medium oder Vakuum die Welle nur durchleitet und nicht selbst Wellen erzeugt,
handelt es sich genauer um die homogene Wellengleichung, die lineare partielle
Differentialgleichung zweiter Ordnung

| —
|Q)
N
f~d
I
Nl
Q
N
I
Il
o

=1

~

fiir eine reelle Funktion u(t, xy, ..., X») der Raumzeit. Hierbei ist n die Dimension des Raumes. Der
Parameter c ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle, also bei Schall (im homogenen und
isotropen Medium) die Schallgeschwindigkeit und bei Licht die Lichtgeschwindigkeit.

Der Differentialoperator der Wellengleichung wird D’Alembert - Operator genannt und mit dem
Formelzeichen O (gesprochen Box) notiert.

=1

~

Die Losungen der Wellengleichung heifsen Wellen. Weil die Gleichung linear ist, iiberlagern sich
Wellen, ohne sich gegenseitig zu beeinflussen. Da die Koeffizienten der Wellengleichung nicht vom
Ortoder der Zeit abhdngen, verhalten sich Wellen unabhingig davon, wo oder wann und in welche
Richtung man sie anregt. Verschobene, verspatete oder gedrehte Wellen sind ebenfalls Losungen
der Wellengleichung.

3.6.2. Die Wellengleichungen fiir das E - Feld und das B - Feld 31

Das Ziel ist es aus den Maxwell-Gleichungen im ladungsfreien Raum die Wellengleichung fiir das
elektrische Feld E und das magnetische Feld B herzuleiten. Der Ausgang sind die vier Maxwell -
Gleichungen der Elektrodynamik im ladungsfreien (p = 0) und stromfreien (j = 0) Raum:

V-E=0

Eql
V-B=0

Eq2
- . 0B
VXE=—E

Eq3

30 Aus https://de.wikipedia.org/wiki/Wellengleichung , letzter Zugriff 14.04.2021.
31 Aus https://de.universaldenker.org/argumentationen/334, letzter Zugriff 15.04.2021. Dasselbe steht
auch in https: //de.wikipedia.org/wiki/Elektromagnetische Welle .
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Eq4
Eine weitere Zutat, die fiir die Herleitung der beiden Wellengleichungen notwendig ist, ist der

folgende Zusammenhang fiir die Rotation der Rotation des Vektorfeldes (doppeltes
Kreuzprodukt):

VXVXF=V(V-F)—VF
Eg5

Der erste Summand ist hierbei der Gradient der Divergenz von F und der zweite Summand ist die
Divergenz des Gradienten von F.

3.6.3. Zuerst die Wellengleichung fiir das elektrische Feld

Wende auf beiden Seiten von Eq3 den Rotationsoperator "V X" an:

VXVXE=VX|——
Jt
Eq6
Die Zeitableitung zusammen mit dem Minuszeichen darf vor den Nabla - Operator
(Ortsableitung) vorgezogen werden, da der Nabla - Operator nicht von der Zeit abhangt:
— — - a — —
V><V><E=—a(VxB)
Eq7
Dadurch kann jetzt die Rotation von B mithilfe Maxwell - Gleichung Eq4 ersetzt werden:
FocTxE = =2 (e 2
B GARET:
Eq8

Die Zeitableitung darf hinter die magnetische und elektrische Feldkonstanten geschrieben
werden. Zwei Zeitableitungen hintereinander konnen zur zweiten Zeitableitung kompakt
zusammengefasst werden:

T xE i
XVXE =— —
Ho €0 It

Eq9

Eine Seite der Wellengleichung ist hergeleitet, namlich die zweite Zeitableitung des elektrischen

Feldes. Jetzt muss nur noch die linke Seite in die richtige Form, wie bei einer Wellengleichung,

umgeschrieben werden. Dort muss die zweite Ortsableitung des elektrischen Feldes stehen. Dazu
wird der Zusammenhang Eq5 benutzt, um das doppelte Kreuzprodukt zu ersetzen:

, , 0%
V(V-E)— V% = —p, 057

Eq10

81



Aufder linken Seite von Eq10 kommt die Divergenz V - E des elektrischen Feldes vor. Das ist genau
die Maxwell - Gleichung Eq1l. Und diese besagt, dass die Divergenz des elektrischen Feldes im
ladungsfreien Raum stets Null ist. Damit vereinfacht sich Eq10 zu:

VZE = Gz
= —Ho o pYe
Eql1l

Das Minuszeichen auf beiden Seiten kiirzt sich weg. Fertig ist die vektorielle Wellengleichung fiir
das E - Feld

V2E = Gz
= Mo &0 pYe
Eql2

Mit ,vektoriell“ ist gemeint, dass Eql2 eigentlich drei Wellengleichungen beinhaltet, da das
elektrische Feld ein Vektorfeld mit drei Komponenten ist:

Ey
E = Ey
E,

Hierbei ist beispielsweise die Wellengleichung fiir die erste Komponente Ey:

OCE, | OB OE _ OE
a2 T ayr | a7z MofoTe

Eql3

3.6.4. Die Wellengleichung fiir das magnetische Feld

Um die vektorielle Wellengleichung fiir das magnetische Feld herzuleiten, wird analog wie beim
elektrischen Feld vorgegangen. Jedoch mit einem einzigen Unterschied. Der Rotationsoperator
"Vx" wird nicht auf beiden Seiten von Eq3, sondern auf beiden Seiten von Eq4 gebildet:

VxVxB=VXe—

Eql4

Ziehe nun die Zeitableitung und die beiden Konstanten auf der rechten Seite vor den Nabla-
Operator:

- o o 0 - o
VxVxB=uosoa(V><E)

Eql5
Nun wird Maxwell - Gleichung Eq3 in das Kreuzprodukt auf der rechten Seite eingesetzt:
T B = pip g2~ 22
— Hofoge\ ot
Eql6

Die Zeitableitung wird zusammengefasst und das doppelte Kreuzprodukt auf der linken Seite
mittels Eq5 ersetzt:
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- ﬁ 0B
V(V-B) —V?B = —, €057

Eql7

Die Divergenz V - B ist nach der Maxwell - Gleichung Eq2 Null. Minuszeichen kiirzen. Fertig ist die
vektorielle Wellengleichung fiir das B - Feld

V2B = il
= Ho &o It
Eq18

3.6.5. Der Vergleich mit der allgemeinen Wellengleichung

In den Wellengleichungen fiir elektromagnetische Felder steckt noch eine weitere wichtige
Information, die beim Vergleich mit der allgemeinen Form der Wellengleichung offenbart werden
kann:

. 9%F
Cc?ot?
Eq19

In dieser steckt ndmlich die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle. Der Vergleich von Eq19 mit
den Wellengleichungen fiir das E - Feld bzw. B - Feld ergibt den magischen Zusammenhang
zwischen der Lichtgeschwindigkeit und den elektromagnetischen Feldkonstanten

1
? = Hoéo
Eq20

3.6.6. Die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen 32

Mit Hilfe der Maxwellgleichungen lassen sich aus der Wellengleichung noch weitere Schliisse
ziehen. Betrachten wir eine allgemeine ebene Welle fiir das elektrische Feld

E=E;f(l€-3?—ct)
Die Variablen bedeuten dabei

die konstante Amplitude

eine beliebige C2 - Funktion

ein Einheitsvektor, der in Propagationsrichtung zeigt, und
ein Ortsvektor.

KRR ""ohjl

Zundchst sieht man durch Einsetzen in die Wellengleichung, dass

f(k-2—ct)

die Wellengleichung erfiillt, dass also

32 Aus https://de.wikipedia.org/wiki/Elektromagnetische Welle, letzter Zugriff 15.04.2021.
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Damit E nun eine elektromagnetische Welle beschreibt, muss es aber nicht nur die
Wellengleichung erfiillen, sondern auch die Maxwellgleichungen. Das bedeutet

- o ~ —)0 A'_)_
V-E=k-E, —f(k Ax aCt)=0
a(k-x)
Daraus folgt
E-k=0

Das elektrische Feld steht also stets senkrecht zur Propagationsrichtung, es handelt sich also um
eine Transversalwelle. Einsetzen von E in eine weitere Maxwellgleichung ergibt

o o o —of(k-xX—ct oB
VXEszEOW=_E

Und da

_Of(k-x—ct) of(k-x-ct)
a(k-%) —  act)

ist, folgt daraus

Al

B=-kxE

Die magnetische Flussdichte in der elektromagnetischen Welle steht also ebenfalls senkrecht zur
Propagationsrichtung und auch senkrecht zum elektrischen Feld. Aufierdem stehen ihre
Amplituden in einem festen Verhéltnis. Ihr Quotient ist die Lichtgeschwindigkeit c

Ey

B, ©

In natiirlichen Einheiten (c = 1) haben beide Amplituden den gleichen Wert.

Probieren wir das einmal aus:

Eine linear polarisierte elektromagnetische Welle im Vakuum, ohne Ladungen oder Magnetfelder.
Die monochromatische Welle mit Wellenldnge A breitet sich in x — Richtung aus. Die elektrische

Feldstirke E (in blau) in y - Richtung und die magnetische Flussdichte B (in rot) in z - Richtung

84



Rechtssystem.

E=E‘gf(l?-5c’—ct)
Ansatz:

Ey 0
E, | = (sin(x -c t))
E, 0

E, =0

Aufteilen

E, = (sin(x —-c t))
E,=0
Einsetzen in die drei Wellengleichungen

OB, | OB, OE_ 10
ox*  dy? 0z c* ot?

OE,  OE, 0, _ 10
ox? ay* = 09z*  c* ot?

O°E, 0, O, 10,
ox*  ay*  0z* ¢* ot?

Offensichtlich verschwinden die Ex und Ez Komponenten

0*(sin(x — c 1)) N 0*(sin(x — c 1)) N 0*(sin(x — c t)) 3 iaz(sin(x —ct))
ox? dy*> 0z* 2 ot?

0*(sin(x — c t)) 1 0*(sin(x — c t))
ax? T2 o2

6(cos(c t— x)) - 6(cos(c t— x))
ax e at

a(cos(c t— x)) = a(cos(c t— x))
dx g at

stehen zueinander und zur Ausbreitungsrichtung im
rechten Winkel und bilden in dieser Reihenfolge ein
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-1
sin(fct—x) = (T) (=c)sin(ct —x)

Was offensichtlich erfiillt ist.

Maxwell 1
- - O0E, O0E, O0E,
VE=t ey e
Einsetzen
5590, (sm(x c ))+—=O

dx dy 0z
Was ebenso offensichtlich erfiillt ist.

Aufgrund des gleichartigen Aufbaus sind die Gleichungen fiir die magnetische Flussdichte wohl
auch erfiillt.

Zum Abschluss testweise ein falscher Ansatz, eine Longitudinalwelle

Ey 1 1 X
Ey | = (0) - sin (0) - <y> —ct
E, 0 0 z
Ey 1 1 X
E, | = (O) - sin (0) . <y> —ct
E, 0 0 z

e
I

Ey sin(x —ct)
0
E, 0

E, = (sin(x —c t))

Aufteilen

E, =0
E,=0

Einsetzen in die drei Wellengleichungen

Offensichtlich verschwinden Ey und Ez Komponenten

0*(sin(x — c t)) N 0*(sin(x — ct)) N 0*(sin(x — c t)) 3 iaz(sin(x —ct))
ox? dy*> 0z 2 ot?

0*(sin(x — ct)) 1 0*(sin(x — ct))
x> T2 e
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6(cos(c t— x)) - 6(cos(c t— x))
ax e at

a(cos(c t— x)) = a(cos(c t— x))
dx g at

-1
sin(fct—x) = (—) (=c)sin(ct — x)

c

Die Wellengleichung ist offensichtlich erfiillt.

Maxwell 1
- o O0E, O0E, 0K,
Vet ey e
Einsetzen
- - d(sin(x—ct 00 a0
V-E = ( ( ))+—+——(cos(ct—x))¢0

d0x dy 9z

Was ebenso offensichtlich nicht erfiillt ist. Eine longitudinale Lichtwelle verletzt also Maxwell 1.
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4. Filter 2. Ordnung
4.1. Grundlagen

Filter 1. Ordnung sind weitgehend angenehm im Umgang: Es gibt lediglich Tiefpass und Hochpass,
und die alltiglich bendtigten Werte sind mit der Mathematik der Sekundarstufe leicht zu
bestimmen. Die allgemeine Ubertragungsfunktion braucht man sowieso eigentlich nur - sagen wir
im Akademischen.

Der grofde Nachteil der Filter 1. Ordnung ist die geringe Filtersteilheit von -20 dB/Dekade. Das
klingt harmlos, bedeutet aber beispielsweise bei einem Tiefpassfilter mit Grenzfrequenz 1 kHz,
dass erst eine Frequenz von 1 MHz auf 1/1000 abgeschwacht wird. Das ist fiir viele Anwendungen
unbrauchbar. Daher ist die Konstruktion von Filtern hoherer Ordnung erforderlich. Fiir diese gilt
allgemein:

Die Filtersteilheit eines Filters n. Ordnung betrigt fernab der Grenzfrequenz n - 20 dB / Dekade.

Die Ordnung eines Filters ergibt sich aus der Anzahl der Bauelemente im Signalweg, die Energie
speichern konnen, also der Anzahl an Kondensatoren und Spulen. Da sich leicht Filter
konstruieren lassen, bei denen die Flanken rechts und links der Grenzfrequenz (dann
Mittenfrequenz und dergleichen genannt) liegen, ergeben sich zusatzliche Filterarten: Bandpass
und Bandsperre.

a/dB Tiefpass a/dB  Hochpass a/dB Bandpass a/dB Bandsperre
3 3 - 3 3
DB SB SB | DB SB DB SB DB SB DB
0 f O : f 0 : f 0 f
fy fy fou fgo fou g

Vorsicht Falle: In diesen Diagrammen steht auf der Ordinate die Abschwéachung!
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4.2. Elementare Filter 2. Ordnung

Grundsatzlich kann man Filter 2. Ordnung durch Hintereinanderschalten von Filtern erster
Ordnung konstruieren:
In der Praxis haben solche Schaltungen

c3 Ch
D I wenig Bedeutung. Das liegt einerseits an
l ! !RJ I Ry den schlechten Eigenschaften der Filter
I I und andererseits an der schwierigen
mathematischen Behandlung. Nehmen
tietppastiliss Hachpsastttier wir beispielsweise das Tiefpassfilter:

Out Zur Vereinfachung schreibe ich Z fir die
I R8 Impedanz des Kondensators.

Bandpassfilter Bandsperre I

Die Ubertragungsfunktion am Kontenpunkt ist

c8

_ZIR+2)
T R+Z
und daher am Ausgang
_Z
1 1
py o 2NR+D) 2 (77 Rag) _ z
R+Z R+Z (R+ 72)? 1 1 2 2
(7+75=) (R2+ 2RZ+2%)
H(w) 2
w) =
(R+7) A ) 2 2
(Z(R+Z)+Z(R+Z) (R°+ 2RZ+2Z%)
H(w) -
w) =
(R+ZZ)> 2 2
((R+Z) (R2+ 2RZ+ 277
H(w) = (R+2)
= R+20)(R*+ 2RZ + 29
Einsetzen
7= 1
" jwC
1
= R+ Rz + 2R, L)2
( ]a)C)( JjwC jwC )
1
R++—+
jwC
H(w) = 2] 7R
R+ 750) (R? + = =)
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1

R+-—=
H(w) = 2 I
(R3+2R>+(2R B 4R)_( R 2
](UC ]wC chZ chZ jﬂ)3C3
1
R+—
C
H(w) = - _ jw
p3 . 2R2 2R 4R R 2
jwC 7 juC  ©*C* w?C? jwiC?
1
R+—
C
H(w) = /2 2
3 SR ( 2 _4R)
w?C? w3C3 wC

Usw. Das will man nun wirklich nicht...

Die einzige Chance auf eine halbwegs berechenbare Konstruktion ist, die beiden Widerstdande
dermafden unterschiedlich zu wahlen, beispielsweise R2 =100 - R1 und damit natiirlich C1 = 100
- C2, sodass die Riickwirkungen minimal werden. Dann ergibt sich die Ubertragungsfunktion als
Produkt der beiden einzelnen

He = iz w7 (72 = (Tr7ame)” = (570)°
@ =237 ®r+z \k+z) " Usjerc) ~\T¥j0

Das interessiert aber niemanden, wir wollen ja die Berechnung der Bauteilewerte! Aber die
Grenzfrequenz des Gesamtfilters ist nun mal anders als der Teilfilter, also setzen wir an

1 2
Az‘(1+m)

Schliefdlich wollen wir die normierte Grenzfrequenz wissen, also die Frequenz, bei der die

1

V2

P 1.
Transmission — ist.
V2

Wir niitzen die sehr hilfreiche Eigenschaft der Betragsfunktion

|z%] = |z|*
Daher
(=72l 7
1+j0)1 2
und da a auch negativ sein kann
114+ 01?=+2
(Viz+0*)2= V2
1+ 0°=+2

N?2=+2-1
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n= /\/5—1
wRC=\/E

Riicksubstitution

R explizit machen

VWVZ-1 JVZ-1 0644

R = = ~
wC 2nfC 2nfC

Das ist zumutbar. Man sieht, beim Tiefpassfilter 2. Ordnung ist die Grenzfrequenz der Teilfilter
das 1,55 fache der Grenzfrequenz des Gesamtfilters.

Jetzt rechnen wir noch die Phasenverschiebung des kompletten Filters bei der Grenzfrequenz aus:

H(w)_( 1 )2— ! = : _(1_02)_j(2!2)
Y T 12j0-0 (1)) +jee) (1-20)2- @0y

Der reelle Nenner hat auf den Winkel keinen Einfluss.

—21) —2-0,644 —2-0,644
= arctan ———— = = arctan

2 e T arctan(=2,2) = —65,56°
1— 0 1— 0,6442 10642~ arctan(=2.2)

@ = arctan

Die Phasenverschiebung nach der ersten Stufe betragt
@ = —arctan {2 = — arctan 0,644 = —32,78°
Passt.

Probe: Zu konstruieren sei ein RC - Tiefpassfilter 2. Ordnung mit einer Grenzfrequenz von 1 kHz.
Wir geben vor: C1 = 10 nF, C2 = 100 pF.

0,644

Rl ~ S TkAz 10 oF

~ 10,25 kN2

Und dementsprechend R2 = 1,025 MQ.

Diese Werte sind realistisch. Es ergibt sich die Grenzfrequenz der Teilfilter zu

1 1

= 3nRC 2nl025knionF 02 Hz

f

Und die Abschwachung bei 1 kHz mit
N=2nfRC= 2n1kHz10,25k 10 nF = 0,644

Das heifst natiirlich, dass die normierte Grenzfrequenz Q bei der Messbedingung 1 kHz das 0,644
fache der Grenzfrequenzen der Teilfilter ist. Das war ja die Definition!
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Einsetzen

. 1 1
T 12 40,6442 1,4142

(72)

2 _ | 1
140,644

Passt!

In dhnlicher Weise lasst sich das Hochpassfilter berechnen.

Das Bandpassfilter besteht aus einem Hochpassfilter mit niedriger Grenzfrequenz und einem
Tiefpassfilter mit hoher Grenzfrequenz. Bei einer reinen RC - Schaltung miissen die Widerstande
wiederum sehr unterschiedlich gewahlt werden und auch die Grenzfrequenzen sollten weit
auseinander liegen, um die gegenseitige Beeinflussung zu minimieren. Es gibt dafiir nur wenige
Anwendungen, beispielsweise Audiofilter (20 Hz / 20 kHz) oder Telefonfilter (300 Hz / 3 kHz).
Bitte beachtet, dass es zwar ein Filter 2. Ordnung ist, die beiden Flanken aber jeweils 1. Ordnung
sind, also 20 dB /Dekade.33

Das Bandsperrfilter (auch Notch - Filter genannt) sollte man so nicht aufbauen, diese Schaltung
hat rein akademischen Charakter! Praktikabel sind die Wien - Robinson - Briicke sowie das
Doppel - T - Filter.

33 Daher sprechen PraktikerInnen auch von Bandfiltern 1. Ordnung, was natiirlich zu Verwirrung fiirhen
kann.
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4.3. Die Wien - Robinson - Briicke

Eine Wien - Robinson - Briicke ist eine nach Max
Wien benannte Briickenschaltung, bei der ein - Dm
Briickenzweig durch einen Bandpass, der andere
durch einen 2:1 Spannungsteiler gebildet ist. Die
Briickenschaltung wurde 1891 von Max Wien Vi C1

erfunden. Die davon abgeleitete g———— St
Oszillatorschaltung ist Ergebnis der Doktorarbeit @ . out?
c2
R2 J_ R4

von William Hewlett an der Stanford University
im Jahr 1939. Als Verstiarker verwendete er zwei
Elektronenréhren. Um seine Erfindung zu
vermarkten, griindete William Hewlett zusammen R
mit David Packard die Firma Hewlett - Packard,
deren erstes Erzeugnis der ,,Wien bridge oscillator

HP200A" war. Sein Lehrer Frederick Terman sagte spater, dass dieser Oszillator das Fundament
fiir die Firma Hewlett - Packard gewesen sei.

Die Wechselspannung wird immer unsymmetrisch zugefiihrt, ausgewertet wird die
Differenzspannung Outl - Out2, die bei der Frequenz

1
" 2mRC

f

ein Minimum zeigt. Voraussetzung ist, dass die beiden Widerstidnde und Kondensatoren im
Bandpass genau gleich gewahlt werden. Dort findet auch ein Phasensprung von —90° nach +90°
statt. Daher kann die Wien - Robinson - Briicke zusammen mit einem Operationsverstarker als
Sperrfilter eingesetzt werden. Da keine Spulen bendtigt werden, ist der Filter auch fiir
Tonfrequenzen und darunter einsetzbar. Eigene Erfahrungen zeigen, dass mit guten
Bauelementen auch bei 50 Hz tatsachlich -60 dB Sperrtiefe erreicht werden konnen!

Im Bild sind zwei Frequenzginge gezeigt: die
trennscharfe Kurve (schwarz) fiir ideale Bauteile, die
flache Kurve (blau), wenn R1 um 5 % erhohtist: Schon  -ssas-
Kleine Toleranzen verschlechtern den Giitefaktor der 497
Briickenschaltung in der Umgebung des 548
Phasensprunges und verschieben die Frequenz. -55dB-

120°
100°
80°
60°
40°
20°

V'(out1 ?)-V(o'uﬂ b). i V('oulZa')-V(qunb')

-20°
-40°
-60°
-80°

Die Berechnung der Ubertragungsfunktion erfolgt -7ods|

wieder ,einfach“ iber die Impedanzen. Wir 7*F-

, _ : _ ) ———f———+———1-100
vereinfachen die Schreibweisen, da gilt: 140Hz  148Hz  156Hz  164Hz 172Hz 180Hz

C=Cl1=C2

R=R1=R2=R4=7

Des Weiteren setzen wir

V=1V
7 1
CjwcC
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1
Uout1 = §

yo RIZ
owZT p4HZ+RIZ

RIZ= ! = ! = R
1. 1, jwRC 1+4+jwRC
gtiwlC p+—p

R

TTjwRC

UoutZ = 1 R
R+t T+jwrC

__R
TTjwRC
Usutz = R R
R+ rc YT+ oRC

1
I+j0R0)

Uout = 1 1
(1+ijc+1+ijc>

1
Uoutz = ' 1 1
(1+]wRC)<1+ijC+1+ijC)
U _ 1
out2 = - -
. (1+jwRC) , 1+jwRC)
A+joRO+ = p Y T3 wRC
U _ 1
out2 = :
1+ijC+l%£%%£+1
U _ 1
out2 — 1 +ijC

2+j0RC+ ot o RC

1

Uoutz = ] 1
2+](1)RC+J-G)T+1

1
Uout2 = ] 1
3+](L)RC+W

Fiir die Mittenfrequenz gilt

1
wg = ﬁunddamitwRC=1

Daher
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Upnia(0g) = —— :
out2\Wg) = = T
3+j+jl 3+j-J

1
3

Das ist genau die Spannung Uoui1, damit ist die Ausgangsspannung bei Mittenfrequenz Null.
Trivialerweise die Phasendrehung auch.

Praktisches Beispiel: Nehmen wir in Ubereinstimmung mit dem Schaubild an
C =100nF ,R=10k0
Das ergibt die Mittenfrequenz

1 1

= J7RC_ 2miokaioonr  P2HZ

f

Zur Probe berechnen wir einmal wie sich die Schaltung bei 156 Hz verhalt.

1
Uout1 = Uout2 = 5 — ] 1
3+ 2m 15610k 100n +j > 7156 10k 1007

1
Uowu —Uput1 = § - ] 1
3+ 0,98] + O,TS]
U U, ! !
out2— Yout1 = 35— ;
3+ 0,98) + 1’?22]
U Uyer = = !
outz. Foutl ™3 3.4 0,98 — 1,02j
1
3
U g1 1 1 34004 1 3+004/ 3,0005333 —3—0,04)
outz Foutl ™3 3_004j 3 9400016 3 90016 9,0016

0,0005333 — 0,04;

Uoutz— Uoutr = 90016 =5925 107> — 4,444 - 1073

Betrag

\Upuez— Upuer] = J(5,925 -1075)2 + (—4,444 - 10-3)2 = /(3,510 - 10~9) + (1,974 - 10-5)

Uputz— Upurrl = /(3,510 - 107%) + (1,974 - 10-5) = 4,444 - 1073

in dB
L =20(log(4,444 -1073)) = —47dB
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Phasenwinkel

—4,444 -1073

W = arctan(—75) = —89°

@ = arctan

Das stimmt mit den Werten im Schaubild liberein. Bemerkenswert ist vor allem der sofortige
Phasensprung.
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4.4. Das Doppel - T - Filter

Die Wien - Robinson - Briicke ist eine ausgezeichnete Schaltung, die bis heute gerne verwendet
wird. Vorteilhaft ist, dass die Mittenfrequenz mit einem guten Doppel - Potentiometer tiber einen
Bereich von mehr als 1:20 stetig durchgestimmt werden kann. Nachteilig ist allerdings, dass die
Ausgangsspannung symmetrisch vorliegt und daher meist ein Differenzverstarker erforderlich
ist. Um diesen auf Kosten einer hoheren Anzahl an Bauelementen einsparen zu konnen,
verwendet man das Doppel - T - Filter.

Es gilt die Dimensionierungsvorschrift
R=R1=R2 R3=§ C=C2=C3 C(Cl1=2-C

Zur Berechnung der Ubertragungsfunktion verwenden wir die
Knotenregeln

Ue—Ul Ua-U1l

K1: R + R - Ul -2jwC=0
K2:(Ue—U2)-(ij)+(Ua—U2)-(]'wC)—ZR#Z=O
K3(Ua):(U2—Ua)-(ij)+w=O
Briiche weg
Ue—Ul+Ua—-U1-Ul-2jwRC=0
(Ue—-U2)-wRC)+Ua—-U2)-JwRC)—2U2=0
(U2—-Ua) - wRC)+U1—-Ua=0
Normieren

N=wRC
Ue—Ul4+Ua—-Ul-Ul-2j02=0
Ue=U2)-GD)+Ua-U2)-(GN)-2U2=0
U2-Ua)-(H+UL1-Ua=0
Die Spannungen U1 und U2 eliminieren
Ue+Ua— Ul(2+2j2)=0

Ul_Ue+Ua
24250
(Ue—-U24+Ua—-U2)-(j2)—-2U2=0

(Ue+Ua—2U2)-(j)—2U2=0
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(Ue+Ua)-(GQ)—QU2)-(1+j0)=0
(Ue+Ua)-(GR)=(U2)-(2+2j0)

_(Ue+Ua)-(j.Q)
T 24250

Einsetzen
WU2-Ua)- (D) +U1—-Ua=0

Ue+ Ua

Ue+Ua)-(GN) _ _

( 212/ 0) ‘U“>'Um+m‘ a=0
o 2

e + b { Q)—Ua-mﬁ_g:;]%‘l’“:

2+2;0)

(Ue+Ua)-(—.(22) Ue+Ua ]
2+2,0) 27270 UetUe GO

(Ue+Ua)-(—.(22)+Ue+Ua_ )
21270 =Ua-(1+j102)

—Ue-(N¥)=Ua- (0% +Ue+Ua
( )(2+2§.Q)) =Ua-(1+j10)

Ue-(1-0?)+Ua-(1-0%) _
21270 =Ua-(1+j102)

Ue-(1-0%)+Ua-(1-0%)=Ua-2+2j2)-(1+,; )
Ua-(1-0%)-Ua-2+2j0)-(1+j D) =-Ue-(1-0%)
Ua-[(1—.(22)—(2+2j.(2)-(1+j.(2)]=—Ue-(1—.(22)

Ua (1-0%)
Ve (1-0%)-@+2j0) - (1+j0)

Ua (1-0%)

Ue (1-0%)—(2+2j0+2j0+2/20%)

Ua 1-0°
Ve (1-0°)-(2+4j0-207)

Ua 1-0?

Ue 1-0°-2-4j0+207
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Ua 1-0°

Ue  —1-4j0+ 02

Ua 1-07
Ue 144j0—0?

Das ist die Ubertragungsfunktion des Doppel - T - Filters. Gegeniiber dem Wien - Robinson -
Filter ist die Ausgangsspannung weit weg von der Sperrfrequenz 1 (statt 1/3), sonst sind die
Werte ungefahr gleichartig. Vor allem der Phasensprung tritt ebenso auf. Vorteilhaft ist, dass die
Ausgangsspannung unsymmetrisch, also gleich auf Masse bezogen, vorliegt. Nachteilig ist, dass in
der Praxis 4 statt 2 Kondensatoren noétig sind und man das Thema stetige Abstimmung vergessen
kann. Aber wenn man das nicht braucht, ist die Schaltung sehr gut, ich verwende sie immer wieder
mit guten Ergebnissen. Hochwertige (also keine MLCCs) und genaue (1% Maximaltoleranz!)

Kondensatoren sind aber essentiell!
Zur Bestimmung der Giite ist die Gleichung zu l6sen

L
V2

’ 1-02
1+4j0—-0°

Das lassen wir rechnen. Die beiden Ergebnisse sind

Omin ~ 0,2361 und Qg ~ 4,2361

Daher gilt
A =4
_ L = 0,25
C=a=°

Trotz der nahezu perfekten Sperrtiefe bleibt die Gilite an den Flanken iiberschaubar.
Verbesserungen sind durch Einbinden des Filters in ein Verstdrkungssystem moglich. Das wird

an jener Stelle noch beschrieben werden.
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4.5. Der Einschaltvorgang am Serienresonanzkreis 2. Ordnung

Schalter

Deutlich unangenehmer zu modellieren als das RC
- Hochpassfilter ist der Serienresonanzkreis 2.
Ordnung im Zeitbereich. In der Literatur wird die
Jlangliche" vollstandige Berechnung

tiblicherweise vermieden, in vorliegender Schrift -
wird sie dargestellt.

Wir kennen diese Art Schaltung im Prinzip schon, nur sehen wir jetzt zwei reaktive Bauelemente

im Signalweg.

Der Kondensator sei zu Beginn des Versuchs entladen. Da es sich um eine reine Serienschaltung
handelt, rechnen wir iiber den Strom i(t), die Ausgangsspannung bekommen wir iiber das

Ohm’sche Gesetz dann gratis.
Die Gesamtspannung im Kreis betragt gemafd Kirchhoff 2

U= uy(t) +uc(t) +ug(t)
Im Einzelnen

di(t)
dt

u (t)y=1L-

1
ue(®) =7 - f i(t) dt

sowie
, ug(t)
t) = —=
i©) = =
Zusammengefasst
v= L duR(t)+1 t) dt + up(t
=R dt RC ug(t) ug(t)

Differenzieren, um das Integral loszuwerden

L d*ugr(t) ug(t) + dug(t) —0
R dt? RC at
Mit RC erweitern
d*ug(t) dug(t)
LC-T+uR(t)+RC dt =0
Umsortieren
d*up(t dup(t
L. L@ | podun( )+uR(t) =0

dt?

100



Ansatz (ich weif3, das kann man auch anders 16sen)

up(t) = K - est

dug(t) K5 est
dt
2
d“ug(t) K52 st
dt?
Einsetzen
LC-K-s2-eSt+RCK -s-eSt+K-est=0
Kiirzen

LC-K-s24+RCK-s+K=0
s?2LC+sRC+1=0

Hochstes Glied auf 1 bringen

U
S TSI
Quadratische Gleichung l6sen
B R+(R)2 1 R+_ 1 (R)Z_ y
S12= TopE o) TrocT T2yt o) T
mit
_ R do = 1 (R)2
o Typwee= e 21
s1=(0+jw)

S =(0—jw)
Die allgemeine Losung lautet daher
up(t) = K; - e51'+ K, - e52t = K - @Ot g, . o(0-J0)t = o0t (K . oJ0t L K, . e=0T)
ug(t) = et (K, - e/t + K, - e7/©t)
e/®t = cos(wt) + j sin(wt)
e /9t = cos(wt) — j sin(wt)
ug(t) = e (K; - (cos(wt) + jsin(wt))+ K, - (cos(wt) — jsin(wt)))
ug(t) = et ((Kycos(wt) + jKysin(wt)) + (K, cos(wt) — j K,sin(wt)))

ugp(t) = e’ ((Ky + Ky)cos(wt) + j(K; — K;)sin(wt))
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Zusammenfassung:
M=K + K,
N = j(K — K3)
Anfangsbedingung 1: ur(0) = U
ugp(0) = e?°((K; + K;)cos(w0) + j(K; — K,)sin(w0))
urp(0)=K;+ K, =M=1U

Anfangsbedingung 2: bei t = 0 gilt

dug(0)
=0
dt

d(e?* (M cos(wt) + N sin(wt))) 0
dt B

(e?%)'(M cos(wt) + N sin(wt)) + e°*(M cos(wt) + N sin(wt))’
a(e?®)(M cos(wt) + N sin(wt)) + e?*(—M w sin(wt) + N w cos(wt))
(€79)( M o cos(wt) + N o sin(wt)) + e?*(—M w sin(wt) + N w cos(wt))

(e"t)( M o cos(wt) + N o sin(wt) — M w sin(wt) + N w cos(a)t))

t=0

Mo+Nw =0
Umbenennen

Uoc+Nw =0
Elementarumformung

__Ue
w

Einsetzen

M=U=K1+K2

N = UU—'K K
= —— = (K~ k)

K K Uo
1 2= o
Ki+ K,=U
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jw
k=7 (1-75)
) jw
K U— K. =U U (1 a)_ U+ UO'_U+ Ua_U( a)
2 1 2 jw) 2 2jw 2 2jw 2 jw

Probe

Stimmt

Stimmt auch

Einsetzen der Konstanten
ug(t) = e%t(K, - e/t + K, - e J?t)

up(t) = et (% (1 —]iw) ot +%(1 + ]iw) eIty
ug(t) = e’ %( ((j—Z) _jiw> - eJ0t 4 ((j—i) + ]iw> - eJoty
up(t) = e -%( ((JTw) —;) -el0t 4 <(]Tw) + 7“) LemJot)

U . )
ugp(t) = e’ -—2], ” ((w—0) e/t + (jw + o) - e /)
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ug(t) = e -m(ja) ceJOt — g eVt j eVt 4 g . @TIO)
U

—(jw-e/® + jw - e I — g . e/® 4 g . g7IO)

t) = ot ,
ug(t) =e 2jw

el +jw e IO gl —g . eI0t
ugp(t) = e’ - U - ] _] - -
2jw 2jw

. elot f g0t g gt _ gmjut
ugp(t) =e-U-
r(8) ( 2 w 2j )

ugr(t) = e’ - U- (cos(wt) - % . sin(wt))

ug(t) = e’ U - (% cos(wt) — %- sin(wt))

Das ist die allgemeine Losung.

1) Aperiodischer Grenzfall w = 0

Direkt geht das nicht, weil w im Nenner steht, also L"Hospital

lim — - (w - cos(wt) — o - sin(wt))
w—0 W

. O- .
3)1_% (cos(a)t) " sm(wt))

] ~ sin(wt)
lim cos(wt) — o - lim
w—-0 w-0 w
sin(wt
1—0-lim (@)
w-0 w
1—o-t

Einsetzen
up(t) =e’*-U-(1-0-t)

_Rt 1 R
t)=U - 2-L - — .t
ur(6) ¢ ( o0 )

Und das sollte gelten, falls
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4], R%C

— =0
41%2-C 4L*-C
41, = R%*C
L_RZC
T4

Anders formuliert: Der aperiodische Grenzfall tritt auf, wenn gilt
L
4E = RC oder 4t} = 1,
Demnach waren

_Rt 1 R
t)=U:-e 2L- — .t
ur()=U-e <+2L )

1
ue(t) = o -juR(t) dt

L dug(t)
R~ dt

u,(t) =

L einsetzen

4

Das ist die Ubertragungsfunktion fiir den aperiodischen Grenzfall.

Berechnung der Teilspannungen

R dug(t). RC dug(t)
u u

B A M
_2t 2t

T ()
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t) = .
uy, (t) 4 dt

. _URC 2 _%(1_'_21:)_}_ _%(2)
w () =— rRC ¢ rc) ¢ T \&e

t—URC _%( 2 (1+2t>+2>
u,(t) = 4 e RC

URC 2t 2 2 2t 2
u,(t) = € ( )

URC _z2t 4t
u’L(t) = T e RC (_ RZcZ)

R R _ 2
T T TURC T TRC
Z

1 1
uc(t)=ﬁ -fuR(t)dt=ﬁ -f(U-e"t-(l—a-t))dt

U
uc(t) = RC -J-((l —ot)-e’)dt

u=(1-ot)

U
uc(t) =rc’ + K3

eot eot
(1—O't) '7—f<(—0') 7)dt

U
RC

eo‘t
uc(t) = [(1 —ot) - - + f(e”t)dt] + K3

U [e% (ot)- e’ e
=g |5 =5 To|TK

eo‘t

U
uc(t) =E -[27—t-e”t]+K3
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Probe des nackten Integrals

d (e“ : (é— t)> _ <e0t, . (E_ t)) N (eat . (E_ t) )

dt

((2e9* -0 -t-e%)) — et
2e%t —g-t-e% — et

eG't_o._t.eO't

e’t(1—o0-t)
Stimmt
Einsetzen
U _2Z,
uc(t)—ﬁ e RC - Z—t + K3
RC

U-(RC+t) _z2t
_— .

uc(t) = — RC RC + K3

Anfangsbedingung zur Berechnung der Integrationskonstanten

uc(0) =0
U-(RC+0 -0
uc(0)=—%-e RC+ Ky =0
U-(RC)
“Tre 670
—U +K;=0
K3=U

Zusammenfassung als Probe
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U= u,(t) +uc(t) + ug(t)

U—( Ut _%)_I_ U-(RC+1) _%+U +(u _%<1+2t)
- ¢ RC ¢ ¢ RC

RC
U= Ut _% U-(RC+1t) ‘%+U+U _%(1+2t>
€ RC € ¢ RC
1= t -2 (RC + 1) _%+1+ _%(1+2t)
- Trc'C rRc ° € RC
1= _% t (RC+t)+<1+2t) 1
- ¢ RC ~ RC RC
L _%( t RC+t+1+2t)+1
-° RC RC RC
L _%< t RC ¢ +1+2t)+1
- € RC RC RC RC

2t
l1=eRe(—-1+ 1)+1

Stimmt! Damit ist die Ubertragungsfunktion fiir den aperiodischen Grenzfall berechnet!

2) Aperiodischer Fall, Kriechfall. w > 0

S12= Tor* 1\21) TL-c
mit
_ R do = (R)2 1
o= Tppunee 2L) "L-C

51 = (0 + w)
Sz = (0 —w)

Die konkrete Bedingung lautet daher

Da aus technischen Griinden alle Bauteilewerte > 0 sein miissen, darf man

R2> 1
41?7 L-C
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R2>1
4L C
R 1

R -

4L C

R C>4L
R

oder anders formuliert
Tc > 41

Fiir die Ubertragungsfunktion bedeutet das

Up(t) = Ky - 51+ Ky - eS2t = K - e(0+ Ot |, . o(0-0 = o0t . o0l K . o=@t

Anfangsbedingung 1: ur(0) = U

up(0) = e9°(K; - e“94+ K, - e ¥ = U

U= K+ K)
K]_ + Kz = U
Anfangsbedingung 2: bei t = 0 gilt
dug(t)
70
dt

d(e? (K, e+ K, e "))

dt 0

et (K- e+ Ky, e ®)+e - (K;-e“"+ K, e @) =0
o-e’t (K - e+ Ky, -e ) +e’t (K -w-e“ K, -w-e @) =0
et [0 K -e“ 40 Ky e +K -w-e“—K, -w-e ®]=0
Die Exponentialfunktion kann nicht 0 werden, also lassen wir sie weg.
Ki-o-e®+K;-w-e® 4+ 0K, e '~ K, - w-e =0
Ki-(0-e?tw-e?* )+ K, - (g-e ' —K,-w-e “) =0

K;-e® - (c+tw)+ K, e - (6—w)=0

Ki - (0+w)+ K, (0 —w)=0
Zur Erinnerung

K1+ K2=U



Ky =U-K;)
U-K) - (6tw)+ Ky - (0—w)=0
Uoc+Uw-0K,—wK,+0K,—wK, =0
Uo+Uw—-2wkK,=0

U(o+w)=2wKkK,

(0t w)
K. =U 2w
K, = <U _y (02+wa))>

w—0
Ki=1U
1 (Zw)
Probe
K+ K= U w—0 (0+w)_U w—0+0+w) w+w _u
Lt 2_(2w) 2w _< 2w ) (Zw)_
Stimmt
Einsetzen
ug(t) = e (K, - e+ K, - e~ ¢t
_ Lot WTON ot (0+tw) .
uR(t)—e (U(W) +U > 0 )
U w—0 (0 + w)
— o0t . . . pwt wt
ur(®) = e ((———) e ~ )
U
— p,ot ., - wt _ —wt
up(t) =e > ((1 w)e +(1+ )e )
Probe Bedingung 1
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=2 0-2+1+%5 =y
Ug =3 ( o a)) =
U
uz(0) =2—-(1+1) =U
Stimmt
Probe Bedingung 2 (t=0)

d(e (K;-e“"™+ K, e "))

dt 0
d(ent (U (4=9) - eot 1y T D) oy
=0
dt

Konstante weglassen

de? (w—0)-e”" +(c+tw)-e®))

dt 0

(c-e'((w—0)-e“+(c+w)-e )+ (e (w—0) w-e?"—(c+w) w-e ®)=0

(0-(w—0)-e?*+(c+w)-e®)+(w—0) w-e?—(c+w) - w-e ®)=0

= (0 ((w=-)+@+w)+((w-0) w—(0+w) w=0
(c-(w—0d+0+w)+((w*—0-w)—(0-w+w?))=0
(0 - Q)+ (W -0 -w—0-w—w?)=0
2:0-w—20-0=0
Stimmt auch.
Explizit

up(t) =e’"-

Explizit mit Bauteilewerten

(&) (& -2))

<N
0
N
&=
T
—
N
=
N~—
N
|
o
A
SN———
=
=
|
o=
T
N
b-!”
—
N
&l
N—r
N
|
[l
&=
=
=
p—

U
uR(t)zz_'( 1-
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U R -7
uR(t)=2—-( 1+ — - e — -
2L< (2z) —ﬁ> 2L< (2z) —ﬁ>

Man erkennt, dieser Ausdruck ist uniibersichtlich.

In vielen praktischen Fillen verschwindet der zweite Term, da w > 0 ist. Fiir diese Fille
vereinfacht sich der Ausdruck zu

ug(t) =

N|q

. (1 _ %) . e(a+w)t

Zur Probe nun die Berechnung der Teilspannungen

1
uc(t) =

RC JuR(t)dt

e (t) = — f G- (1- —) eT+% 4 (14 %) L e(0-)ty) gt

ue(t) = o .22. [ [(1-2) -err)ar+ | ((1 +J). ew—«»r) dt]
e (6) = % Zﬂ (-2 f ()it + (142 f (et
1 U (o+w)t (—w)t
Ue(®) = o 5 [(1—1) faﬂ)) (1 +§)-;_w)+1<]

uc(®) = zgc ' [( wéli)) el (%) et + K]

Konstante berechnen. uc(0) =0

0= ZIZC ' [( a)z;:-aa))) + (a)(g:— ((Tu)) + K]

K== << w?;;i))) * (w(:a-i_—Z)))

(- w) (0 +w)
- w(a+w)_w(0—w)

_ (0—w)(o—-w) (0 + w)(o+ w)
~ wlo+ w)(o - w) B w(oc —w)(o+ w)

(6 —w)(o—w)—(0+ w)(o+ w)
w(o? — w?)

K =

(6% — 20w + w?) — (62 + 20w + w?)

K =
w(o? — w?)
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X 0% =20w+ w?—0? - 20w — w?

w(o? — w?)
K = —4ow
— w(o? — wd)
¥ = —40
(0*—w?)
Einsetzen
Probe t=0
(0)_U [( w—0 )+( a)+a) 40 ]
el = 32Re w(o + w) w(o —w)) (6% - w?
U w—0 w+ o 4ow
«© =35z |G ) * oo =)~ amr o)
2RC w(o + w) w(o —w) w(o® — w?)
0) = U (w—0)(o—w) (w+ o)(o+ w) 4ow
el = 32Re wio+w)(oc—w) w-w)(ct+tw) w(c?—w?
U 200 — 0% —w? 0%+ w?+ 20w 4ow
uc(0) = ’ 2 ~ T 2 2N 2 2
2RC w(o® — w?) w(o® — w?) w(o? — w?)
©) = U 200 — 0% — w? + 0%+ w? + 20w — 4ow
el = 2R w(o? — w?)
) = U —w? + w? “o
el = 3Re w(e® — w?)|
Stimmt
Probe t = o0
U w—0 w+ o 40
t) = . . plo+w)t + (—) . p(o—w)t _—]
uc(®) 2RC [( w(o + a))) ¢ w(o — w) € (6% — w?)
Abschatzung 1:
R
o = —— ,daher muss o < 0 sein
2L
w > 0,da hier der Kriechfall bearbeitet wird
daher
c—w<0
Abschatzung 2:
c+w<0
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JEy- e |2

Was offensichtlich stimmt. Daher fallen die Exponentialterme im Unendlichen weg.

uc(®0) = ZZC . (_ (o iawz))

U (R 1
uee) = e (1) |
I-C
U R
uc(oo)zﬁ .Z.L.C
uc(0) =U

Stimmt.

Die Spannung an der Spule

L d(zg- ((1 - %) Leotw)t 4 (1 n %) e(o-w)ty)

u(t) = R I
LU d(((l - %) celorolt 4 (1 + %) celo-ty)
w®=g3" it
L U o o 5
u,(t) = R 7 (((1 - z) (0 +w) et ¢ (1 +Z) (0 — w) - e@Wty)
u () =U % (((w ;0) (0 +w) e+t 4 (w:)- J) (0 — w) - el@OIty)
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w®=U-5— = ((((a) 0)(0+w) eI+ ((w+0): (06— w))-el@y)

L
— . . 2 _ 22y, p(0+w)t 2 _ .2y, ,(o-w)t
u,(t)y=0U Re (w*—=0%) e +(0°—w?) e ))
u (t) =U- L . ((wz _ 0-2) . e(a+w)t _ (wz _ 0_2) . e(a—w)t))
L 2Rw
Probe
_ L duR(t)
u,(t) = dt

R
z-fuL(t) dt = up()

R L (w*—0d?) U o o
—- LT 7 (elotw)t _ p(0-w)t - . _ Lo (otw)t L (o-w)t
; f <U T (e e@ ) ) dt = (1 w) e +(1+ —w) e(0-@)ty

2_ 2 _
M . J(e(am})t _ e(o‘—a})t) dt = (a) 0') . eloto)t 4 (a) + o‘) oot
w w w

(w? —0?) - [J el@+@lt g — f e dt] = (w — 0) - eI 4 (w + 7) - (@)

N (e e = L RCEL R S R

2 _ 2 )
%e(aﬂu)t_% (0-0)t = (¢ — g) - @+t } (o + g) - (T~

(W—0)- eI 4 (0 +0) 0Dt = (9 — ) - T + (0 + g) - @V

Stimmt
Zusammenfiihrung
L (w?— - 4 u
U= - (;Rw %) (et glo-wity)y (ZRC [(ﬁ) et | (m?‘:’_‘;)) L glo-w)t _ = _‘fwz)}) e ((1 _%) L eloralt 4 (1 +5) eo-altyy
— LC- (0~ 0?) otw)t o-w)t w—o otw)t wtoa o-w)t dow RC w—o srart 4 (P F O o-w)t
2= (g e e G () e (G ) ¢ aeaa * e () e () ey
. 2 _ —_
2= D) oo gty 4 (D) e 4 (25) e = ]y + (s (@ = @) e 4 (w0

—a w+ o _ 4ow 5
2RCw = (LC - (0® = 0%) - (eT+* — e())) + ((U+m)) et ((a - w)) Ty FRO(@ = 0) €T (w4 0) e

2RCw = (LC) - (@ = 07) - (Tt — (LC) - (@? = o) - (e~ m)!)+(( - )) e(a+m>z+(£:f(j)).e(a-m):_(gz‘lfa; 5+ (RO (- )+ ) 4 (RC) - (@ + ) - (0=
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2RCo + 2 = [(10) - (w? - 0?) + (ﬁ) FRO) - (- 0] €@+ [(10) - (07 — w?) + L2F D

(02 — w?) + (RC) - (0 + o) - (el

(0 —w)

Nebenrechnung Term1

Nebenrechnung Term?2

w—0
(0 + w)

(LC)-(w2—02)+( )+(RC)-(a)— )

(w— 0)?

(06 +w)(w-— o)

(LC)-(w2—02)+< >+(RC)-(w—0)
(w— 0)?

(LO) - (w? —0?) + (W —5

>+(RC)-(a)— o)
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L-C

RZ
1) -

() e o

ng Term3

Nebenrechnu

+ (RC) - (w + 0)

— )

(w+ 0)

(o
e (6D ) () —

(LC) - (6?2 — w?®) +

)
)
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G I (e ) R o ) e e R )
w( () (T -%2)) =+ (JT-) u )+ (-2) w8+ ()

Betrachtung des Zahlers

=)o) - e =)o =) e 0+ [ )

R+R+<<%>(w»J(g%f—ﬁ)+(nj<§>z—ﬁ)(<m~ @i
s wo (B -t o (e () 720 - 52 [ ) -
o s (£5)- )

R3C 2RL R3C

~_
I
=)
N
oK

RS~ 7L
2R+R3C 2R R°C
2L 2L
RC RC _
2L 2L

Damit ist gezeigt, dass alle drei Terme 0 werden, die Gleichung ist daher richtig gelost.
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3) Schwingungsfall, die Wurzeln sind konjungiert komplex

_ R do= 1 (R)z
o= Tppwee= e \aL

1= (0 +jw)
sz = (0~ jw)

Zur Probe berechnen wir wiederum die Teilspannungen

L dug(t)
R~ at

u,(t) =

d (e"t U - (cos(wt) - % . sin(wt)))
dt

L
u,(t) = R

u, (t) =

|~

o _ o
. [(0 -e%t. U - (cos(wt) - sm(wt))) + (e"t -U - (—w -sin(wt) — Pl cos(wt)))]

u(t) = % et . U - [(0 : (cos(a)t) - % . sin(wt))) + ((— w -sin(wt) — o - cos(a)t)))]

2
o
ce’t.U- [0 - cos(wt) — = sin(wt) — w - sin(wt) — o - cos(wt)

x| =~

u,(t) =

u,(t) =

x| =~

et U - [—% -sin(wt) — w -sin(a)t)]
L
u (t) = R

L : 1 R? R?
u,(t) = e e’ - U - sin(wt) - <ﬁ - <m>> + (E)

L ot . 1 R2 R2
u(t) = "R € U - sin(wt) - E_m-l_ﬁ

w? + o2
-e?t . U - sin(wt) - ( )

L ot ) 1
u,(t) = ~oR et - U - sin(wt) - (E)

1
uc(t) = RC ug(t)dt,uc(0) = 0
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1 R
uc(t) = RC (e“t U - (cos(wt) + ol sin(wt))) dt

U R
uc(t) = RC (e"t . (cos(wt) + “al sin(wt))) dt

uc(t) = % (e (cos(wt) +2R;L sm(wt)))

uc(t) = RC U(e“t cos(wt)) dt + f(e“t sin(wt)) dt]

eot at

uc(t) = Rlif [<02+ )(a cos(wt) + w - sin(wt)) + RL ( ¢

P )(a sin(wt) —w - cos((ut))+K]

ot ot

uc(t) = RUC [(ﬁ) (- cos(wt) + w - sin(wt)) + Zf)L (ﬁ) (0 - sin(wt) — w - cos(wt)) + K]

Bestimmung der Integrationskonstanten

a0

U e?° R
uc(0) = R [(—) (o cos(w0) + w - sin(w0)) +-— ol (

02 + w2 2) (o sin(w0) — w - cos(w0)) + K] =0

o2+ w

U o R 1 —0
RC '[(02+w2)+2wL.(02+w2)( —a)-)+K]—

R —
(02 -T—wz) + 20l (02 +ww2) +K=0

(02:w2)+0.<02-ll—w2)+1{=0
(02:w2)+(02:w2)+K=0

¥ = ( 20 )
B 02+ w?

Einsetzen

eot ot

U 2
uc(t) = RC [(m> (o cos(wt) + w - sin(wt)) — %- (ﬁ) (0 sin(wt) — w - cos(wt)) — (—az>]

2+ w

ot

uc(t) = RUC [(ﬁ) ((o- cos(wt) + w - sin(wt)) — %(0- sin(wt) — w - cos(wt))) — (2—0)]

02+ w?

2

uc(t) = . [(e‘”)(a- cos(wt) + w - sin(wt) —% - sin(wt) + ¢ - cos(wt))) — (20)

(6% + w?)RC
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Probe

2
o
— . a0 . . ——) - gj .
uc(0) = @2 ¥ wDRC (€?°)(20- cos(w-0) + (w a)) sin(w
U.C(O) = m : [(20' —20'] =0
Plausibel
Zusammenfiihren

U= u,(t) +uc(t) + ug(t)

1 at ; u at o . ot [
U= (— ——.e%t. - sm(wt)) + m . [(e )20 cos(wt) + <a) —;) - sin(wt)) — ZJD + (et -U- (cos(a)t) - sm(wt)))

wRC

1

2
1= (— 2 et . sin(wt)) + (m . [20- () - cos(wt) + <(u —%) - (e%) - sin(wt) — ZUD +e%t - cos(wt) —%-e‘” - sin(wt)

wRC

1 1
= — . pot i —
1= ( wRC ¢ Sm(“’t)) + ((a2 Y w)RC

w?-g? 20

0)) — 20

1 ; 20 o o ; o 9. s ;
1=— (m) -e% . sin(wt) + (m) - (e%) - cos(wt) + (m> - (e%) - sin(wt) — (m) +e% - cos(wt) — o t. sin(wt)

1+ 20 _ ( 1 (e (@) + w®-g?
(02 + w?)RC ~ wRC € costw (62 + w?)wRC

)Aeut - sin(wt) + ((szﬁ)

1+ o +ZZZ)RC =+ ((sz_a_):);RC> - (e%) - sin(wt) — (ﬁ) -e% - sin(wt) —g'e'" - sin(wt) + ((ngﬁ) - (e) -
20 w?-0? 1 o 20
_ _ _%)Y ooty o
1+ (62 + w?)RC ((02 + w?)wRC  wRC a)) () - sin(wt) + ((0‘2 + w?)RC +
Term1&3
1+ 20
(62 + w?)RC
R
2(— =
)
R? 1 R
<<4L2) * <L <= () )) ke
_R
1+ L

o
- (e) - sin(wt) + e’ - cos(wt) — . e’ - sin(wt)

cos(wt) + e - cos(wt)

1) - (e%) - cos(wt)

2_ 2
) <20+ (e%) - cos(wt) + (m) . (%) - (%) - sin(wt) — (m) <20 +e° - cos(wt) —%~ e’ - sin(wt)
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Term 2

w? -c? 1 o
(6?2 + w?)wRC wRC w

2L R*C
212C  2L%C 1 R

B(e-6D) (e-6D)re a({&-G))

2L — R*C
ZLZC —ZLZC B 2L RZC

ame({io- ) ame({ge- ) eme({ze- )

2L — R*C 2L R*C

-~ +
2RLC< % - (2%)2> 2RLC< % - (2%)2> 2RLC< % - (2%)2>
2L — R*C = 2L+ R*C _
2
2RLC< %— (Z’iL) )

Damit ist auch diese Formel bewiesen.
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4) Simulation

Dafiir wurden folgende Bauteilewerte verwendet:

Aperiodischer Grenzfall L=2,5H,C=100 nF, R=10kQ o0 =-2000 w=0

Kriechfall L=2,5H,C=100 nF, R=20kQ o =-4000 w = 3464

Schwingfall L=2,5H,C=100nF,R=5kQ o=-1000 w=1732
1,2

Einschaltverhalten LCR Glied

NI\
AN
\

0,0 T ———

relative Ausgangsspannung

111
166
221
276
331
386
441
496
551
606
661
716
771
826
881
936
991

Zeit [10ps/Teil]

Damit gibt es drei prinzipiell verschiedene Losungen der DFG.
1. Aperiodischer Grenzfall. Die Diskriminante ist Null. Das Ergebnis ist eine Doppelwurzel.

Definition: Der aperiodische Grenzfall beschreibt einen Dadmpfungszustand eines harmonischen
(sdamtliche Schaltungselemente sind linear) Systems. Es ist die kleinste Dampfung, bei der die
Auslenkung ohne Uberschwingen, d. h. einen Richtungswechsel, der Gleichgewichtslage zustrebt,
wenn er ohne Anfangsgeschwindigkeit aus einem ausgelenkten Zustand losgelassen wird. Die
Anndherung an die Gleichgewichtslage findet in kiirzester Zeit statt.

Elektrische Konsequenz: Der Endwert stellt sich in der kiirzest mdglichen Zeit ein. (Rote Linie im
Diagramm).

2. Aperiodischer Fall, Kriechfall. Die Diskriminante ist positiv, alle Losungen sind reell.

Elektrische Konsequenz: Der Endwert stellt sich in einer ldngeren als der kiirzest moglichen Zeit
ein. (Blaue Linie im Diagramm).

3. Schwingungsfall. Die Diskriminante ist negativ, das Ergebnis sind zwei konjungiert komplexe
Wurzeln. Vor dem Erreichen des Endwertes schwingt die Ausgangsspannung mit nach einer
Exponentialfunktion abklingenden Amplitude. (Griine Linie im Diagramm).
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Diese Gegebenheiten sind vor allem deshalb von Bedeutung, da sie nicht nur bei einem LCR - Filter
auftreten, sondern in praktisch jedem schwingfahigen System, vor allem in der Mechanik oder bei
Regelkreisen fiir Industrieheizanlagen.

In unserem Beispiel ist das fiir die Dampfung ausschlaggebende Bauteil der Widerstand, Er
verwandelt Schwingungsenergie in Warme und entzieht sie daher dem System. Daher gilt die
einfache Regel:

Hohe Dampfung - je grofder der Widerstand, desto sicherer wird ein Schwingen verhindert, aber
umso langsamer stellt sich der stationare Zustand ein.

Niedrige Dampfung - je geringer der Widerstand, desto schneller stellt sich der stationdre Zustand

ein. Der Preis ist die hohere Schwingneigung. Wenn ein zusitzlicher (parasitirer)
Serienwiderstand wirksam ist, wird auch die Ausgangsamplitude umso geringer sein.
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5. Weiterfiihrende Grundlagen der Filtersysteme

5.1. Filtertypen

Grundsatzlich sind Filter elektrische Netzwerke, die Signale in einer frequenzabhéingigen Weise
bearbeiten. Prinzipiell unterscheidet man Frequenzfilter, die die Amplitude als Funktion der
Frequenz verandern und Phasenfilter, die die Phasenlage als Funktion der Frequenz verandern.

T

Die Typen der Frequenzfilter sind

MAGNITUDE
MAGNITUDE

» Tiefpass (Lowpass, TP, LP),

> Hochpass (nghpaSS, HP)’ @ L::wpas:REQUENCY (B)f;lghpa:sREOUENCV

» Bandpass (Bandpass, BP) und

» Bandsperre (Band reject, Notch). g § § §
Ihre  idealisierten  Ubertragungsfunktionen  von : B : . =
Amplitudenverhaltnis als Funktion der Frequenz sehen so (€} Bandpass (D) Notch. (Bandrejoct)

aus —
Das wichtigste Phasenfilter ist das Allpassfilter. Dessen Verstarkung ist im Idealfall unabhangig
von der Frequenz konstant, aber es bewirkt eine frequenzabhangige Phasenverschiebung. Anders

formuliert bedeutet das eine frequenzunabhdngig Zeitverzogerung.

In der Praxis sind die Frequenzfilter bei weitem die hdufigste Art von Filtern.
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5.2. Formelzeichen

Die Bezeichnung der Formelzeichen variiert wie iiblich zwischen den Quellen, daher ist immer
Mitdenken erforderlich. Ublich sind

Frequenz allgemein f [Hz, 1/5]
Kreisfrequenz (angular frequency) allgemein W [rad/s]
Grenzfrequenz (cutoff frequency) fg, fe, fo
Grenzkreisfrequenz Wg We, Wo
Normierte Kreisfrequenz (RC - Filter) =w-R-C= wi [1]
g

Normierte Kreisfrequenz (RL - Filter) N=w -% = wﬂ

g
Komplexe Kreisfrequenz p=j-w
Komplexe normierte Kreisfrequenz P=j-N=j wi

g

Laplace Transformierte der Kreisfrequenz s=0+j - -wmita>0
Laplace Transformierte der normierten Kreisfrequenz S=0+j - wﬂ mito >0

g
Impedanz des Kondensators im Laplace - Raum Z, = ﬁ [Q]
Impedanz der Spule im Laplace - Raum Z, = s-L [Q]

In vielen Publikationen wird statt s das p und dementsprechend statt S das P verwendet. Und
selbst das grofde Lehrbuch der Elektrotechnik unterscheidet nicht sauber zwischen der Laplace -
Darstellung und der Fourier - Darstellung. Normen sind eben dazu da, dass jeder eine hat. Daher
bitte im eigenen Interesse an dieser Stelle etwas tolerant denken.
Zur Wiederholung die Notation komplexer Zahlen

z=a+jb

re JET B

= arctan ()
¢ = arctan|{—

z=r(cos(p) +jsin(p)) =1 e/ =rs¢

(Gesprochen ,r versor phi“.)
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5.3. Charakterisierung von Filtern

Die praktische Charakterisierung von Filtern erfolgt mittels
Amplitudenverhaltnis als Funktion der Frequenz
Phasenverhiltnis als Funktion der Frequenz

Diese beiden miteinander ergeben das Bode - Diagramm.

Dazu kommt in der Praxis die Sprungantwort, das Amplitudenverhaltnis als Funktion der Zeit
bei rechteckféormiger Eingangsspannung;

sowie eher fiir die theoretische Betrachtung die Impulsantwort, also das Amplitudenverhaltnis
als Funktion der Zeit bei impulsférmiger Eingangsspannung.

Der mathematischen Betrachtung vorbehalten bleibt das Pol - Nullstellen - Diagramm, das im
ndchsten Kapitel beschrieben wird.
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5.4. Ubertragungsfunktionen von Filtern

Vor den Detaildarstellungen eine Warnung:

Gerade am Anfang passiert es leicht, dass man in dem Formel - Chaos Ubertragungsfunktion und
Impedanz verwechselt. Bitte passt auf, was das Argument in der Formel ist!34

Die Ubertragungsfunktionen von Filtern konnen durch komplexe Ubertragungsfunktionen
ausgedriickt werden. Die Ubertragungsfunktionen von RC Filtern 1. Ordnung haben wir schon in
einer fritheren Vorlesung kennengelernt:

TPH.Q—UO— ! -1
HH@) = Uy 1+j-w-R-C 1+j-0

Und dementsprechend im Laplace - Raum

TPiH(s) = 22 = ! -
HS) = =135 RCc - 5+1
Hochpassfilter:
uppgy2Va_ J@ R-C 1 1
' ()_Ue_1+j-a)-R-C_1+ I |
jrw-R-C i 0

Und dementsprechend im Laplace - Raum

TP:H(s) = 2= —

=g = 717 5+1

S
Diese Ubertragungsfunktionen konnen Pole und Nullstellen haben. An den Polen geht der
Funktionswert (in der Praxis die Ausgangsspannung unter idealen Bedingungen) iiber alle
Grenzen, an der Nullstelle wird er Null. Bei diesen einfachen Funktionen ist intuitiv, dass die
Ubertragungsfunktion des TP 1. Ordnung einen Pol fiir S = -1 und eine Nullstelle fiir S = oo hat.
Das HP zeigt einen Pol fiir S = -1 und eine Nullstelle fiir S = 0.

Was heifdt das in der Praxis? Die Ausgangsspannung des TP wird bei unendlicher Frequenz Null
und beim HP bei Gleichspannung.

Pole bestimmen das Zeitverhalten des Systems. Das System ist stabil, wenn alle Pole der
Ubertragungsfunktion in der offenen linken Halbebene (LHE) des Diagramms (Re(z) < 0) liegen.
Besitzt ein Pol einen Realteil von 0, so ist das System grenzstabil. Realisierbare (kausale) Systeme
besitzen mindestens so viele Pole wie Nullstellen. Aus dem Abstand aller Pole- und Nullstellen zu
einer Frequenz im Diagramm kann man die Frequenziibertragungseigenschaften abschatzen.
Eigenschwingvorgidnge werden durch zwei konjugiert - komplexe Pole aufgezeigt. Komplexe Pole
in der offenen linken Halbebene deuten auf abklingende Schwingungen. All diese anschaulichen
Diagramminterpretationen und viele weitere Interpretationen dieser Art lassen sich mit der
Systemtheorie der Nachrichtentechnik gewinnen.

34 Aus guten Griinden hat mich mein Analysis - Professor gelehrt, die Abhdngigkeiten der Variablen immer
(D) explizit hinzuschreiben. Auch wenn das etwas mehr Aufwand darstellt!
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Ein hilfreiches Werkzeug zum Verstiandnis des Zusammenhangs zwischen Pol - Nullstellen -
Diagramm und Bode - Diagramm findet man auf
http://www.controlsystemsacademy.com/0019/0019.html .

The scope is clickable & draggable. More here.

Reset || Y-auto | Asymp|| CurA | CurB

Bode Plot - Magnitude:

—0.000 -

Wrap || CurA | CurB
-210.0 5 T 3! 2 = 1 1
-210.0 -140.0 -70.00 o 70.00 140.0  210.0
‘Real Part [rad/s]

Zoom:
210,00 rad/s

Pole/Zero location in s-plane (green transfer function):
Pole1: -100.000+0.000j Zerol1l: 0.000+ 0.000]

Load scenarios (up to 3):

1. Low-pass filter (ﬁ) 1storder || 2nd order || 3rd order
Z ﬂgmpass filter {H_PF]- 2nd arder” 3rd order |

Beispiel: Pol - Nullstellen - Diagramm (Pole - zero plot) eines Hochpassfilters 1. Ordnung (aus
oben genannter Seite). Das einfache Kreuz markiert die negativ reelle Polstelle, der Kreis die
Nullstelle an der Stelle 0.

Zusammenhang zwischen der Lage der Pole und der Impulsantwort bei einfachen reellen Polen:

die Pollage G , (s) Signalverlauf g ,, (t)

\

() %
Rea'mi(s) Zaitt

Wegen des reellen Pols schwingt
Impulsantwort nicht.

Imaginiirtel(s)
Inpubantwort g(t)

» Bei negativem Pol klingt die
Impulsantwort mit wachsender Zeit ab.
(Stabile Systeme miissen eine
abklingende Impulsantwort aufweisen!)

Imaginarted(s)
Inpubantwort g(t)

» Liegt der Pol auf der imagindren Achse,
bleibt die Impulsantwort konstant. Reaibi(g : 2t

» Liegt der Pol in der rechten Halbebene,
steigt die Impulsantwort mit wachsender
Zeit an.

Imaginartel(s)
Inpubantwort o)

) 0
Realwi(s) Zett
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Zusammenhang zwischen der Lage der Pole und der Impulsantwort bei einfachen konjugiert
komplexen Polpaaren:

Die Impulsantwort g,(t) ist im Fall konjugiert komplexer Pol - Paare eine Schwingung mit der
Kreisfrequenz w, und dem Nullphasenwinkel ¢,. Aus dem Imaginarteil der Pole bei + w, kann
direkt die Frequenz der Schwingung abgelesen werden.

Pollage G , (s) Signalverlauf g , (t)
» Bei Polen mit negativem Realteil wird die
Amplitude der Impulsantwort mit 5 g "
wachsender Zeit kleiner. H ks A
i i
» Liegen die Pole auf der imagindren Achse, Resiba(y - 2ats
schwingt die Impulsantwort mit
konstanter Amplitude. / /\ /\ /\

inaginarte(s)
mpubantwort )
<]}
=1
<]

<=

» Liegen die Pole in der rechten Halbebene,

steigt die Amplitude der Impulsantwort Pt =
mit wachsender Zeit an. R " :
3 H s Pl
; | Y

Stabile Systeme miissen eine abklingende Impulsantwort aufweisen. Damit die Impulsantwort
gegen null konvergiert, miissen bei einfachen konjugiert komplexen Polpaaren die Pole einen
negativen Realteil aufweisen. Ein System mit einem einfachen konjugiert komplexen Pol - Paar
auf der imagindren Achse besitzt eine Impulsantwort mit konstanter Amplitude, das System ist
entsprechend grenzstabil. Ein System mit einem Pol - Paar mit Realteil > 0 ist instabil, da die
Impulsantwort divergiert.3

35 Aus: https://www.eit.hs-karlsruhe.de /mesysto /teil-a-zeitkontinuierliche-signale-und-

systeme/systeme-im-laplace-bereich/interpretation-der-uebertragungsfunktion.html, letzter Zugriff
18.12.2020.
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ANALOG FILTERS
THE TRANSFER FUNCTION

FILTER ~ MAGNITUDE  POLELOCATION TRANSFER Diese Ubersicht zeigt die Lage von Polen und
e FauATIoN Nullstellen bei den Standard - Filtern 2. Ordnung.
LOWPASS «E} %

) a3+

o
S
BANDPASS —
2+ —33 + (v)q2
NOTCH fh 2+02
(wioREdecn o
HIGHPASS s __
2+ '—'85 + "’oz

s2- %S* o2

ALLPASS \\I'}/ 2+ %75 +02

Figure 8.10: Standard Second-order Filter Responses
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5.5. Die Gruppenlaufzeit

Unter der Gruppenlaufzeit (englisch group delay) tg: eines Signals durch ein elektronisches Filter
oder einen Ubertragungskanal versteht man die Verzogerung der Umhiillenden dieses Signals.3

Die rechte Abbildung zeigt eine Wellengruppe vor bzw. nach dem
Durchlauf durch ein System. Die sogenannte Einhiillende ist als blau
gestrichelte Linie eingezeichnet, die Tragerfrequenz in violett und die
Gruppenlaufzeit zwischen Eingangs- und Ausgangssignal mit T,
bezeichnet. Die Gruppenlaufzeit entspricht dem zeitlichen Versatz der
Einhiillenden.

Ist die Gruppenlaufzeit konstant, dann ist die Durchlaufzeit
verschiedener Wellengruppen zu unterschiedlichen Frequenzen
gleich. D. h. beim Passieren des Systems erfahren alle Wellengruppen
die gleiche Verzogerung, weshalb die relative Lage der Gruppen
zueinander erhalten bleibt. Aus diesem Grund ,zerflieRt“ ein

Re {x(1)}

,M,
\\V

]

Re {y(1)}

Ter

Al
ik

Breitbandsignal beim Passieren eines solchen Systems nicht. In Anlehnung an die optische Physik
tritt quasi keine Dispersion auf. Besitzt ein System einen linearen Phasengang, dann weist es eine

konstante Gruppenlaufzeit auf.

36 Text und Grafik aus https://de.wikipedia.org/wiki/Gruppenlaufzeit , letzter Zugriff 21.09.2021.
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5.6. Die Sprungantwort

Die Sprungantwort (englisch ,step response“) ist das Ausgangssignal eines linearen,
zeitinvarianten Systems (LZI - System), dem am Eingang die Sprungfunktion zugefiihrt wird.3”
Die Sprungfunktion eignet sich fiir ein System als Testsignal. In der Praxis lassen sich
Sprungsignale wesentlich genauer erzeugen als Dirac - Impulse (welche das Eingangssignal fiir
die Impulsantwort sind). Somit ist die Sprungantwort eine wichtige Kenngrofie des
Systemverhaltens und zur Beschreibung von Systemen von hoher Relevanz.

Die Sprungantwort h(t) ldsst sich mathematisch als inverse Laplace - Transformation des
Produktes aus Sprungfunktion im Laplace - Raum (A/s) und Ubertragungsfunktion im Laplace -
Raum G(s) darstellen.38 Als erstes berechnen wir den speziellen Fall der normierten
Sprungantwort, die sich fiir ® = 1 (normierte Grenzfrequenz) und A = 1 (normierte Amplitude)
ergibt. Dieser Fall ist liblicherweise auch in der Literatur, meist in graphischer Form angegeben.

h(o) = £ G G(s))

Fiir die konkrete Anwendung dieser Formel bendtigen wir ein wenig mathematisches Riistzeug
aus der Analysis 2, das ich im Folgenden in aller Kiirze wiederhole: Das Konzept der praktischen
Berechnung der Laplace - Riicktransformation mittels des Residuensatzes.

Ein Residuum ist der Koeffizient des Gliedes c.1 der Laurent - Entwicklung der Funktion. Seine
essentielle Bedeutung ergibt sich aus dem Umstand, dass sowohl das Ringintegral um einen Pol
hoherer Ordnung als auch innerhalb eines beliebigen holomorphen Gebietes immer Null ist. Daher
tragt ausschliefdlich das Glied c.; der Laurent - Entwicklung zum Wert des Integrals bei.

Fiir die Herleitung der Residuenformel benotigt man einen geschlossenen Integrationsweg, der
alle Polstellen zx von est - F(s) umschliefdt. Diese entsprechen den Polstellen von F(s), weil est selbst
keine Pole im Endlichen besitzt. Da F(s) fiir Re(s) > o holomorph ist, befinden sich die Polstellen
links von dem Gebiet, in dem F(s) holomorph ist. Der Integrationsweg [ wird wie folgt festgelegt:
Er umfasst die Gerade von (o - j R) nach (o + j R) und den linken Halbkreis y um o, ¢ € Rt mit R
— 00,

Durch die Konstruktion von I ist ein einmaliger Umlauf sichergestellt, daher liefert der
Residuensatz

f(z)dz=2mj- Res(zy)
If ;Z=2k k

das spezielle Ergebnis

ot+joo
f(t)=L -feStF(s)ds=L- f es'fF(s)ds+L -JF(s)eStds=iRes(s)
2mj 2mj 2mj ] &
y =

I o—joo

Dieser Ausdruck geht mit

37 Unter Verwendung von https://de.wikipedia.org/wiki/Sprungantwort,
https://de.wikipedia.org/wiki/PT1-Glied , letzter Zugriff 27.09.2021.
38 Eine weitere Moglichkeit ist die Losung der Differentialgleichung.
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I%im fF(s) estds =0

4
in die komplexe Umkehrformel tiber,
1 o+joo n
fB) ==— - f et F(s)ds =y Res(s),t 20
2mj ]

o—joo

wobei Res(sk) das Residuum der Funktion est - F(s) am jeweiligen Punkt s = sy fiir endlich viele
Punkte sy ist.

Die Berechnung der Residuen gelingt iiblicherweise wahlweise mit der Berechnung der Laurent
- Entwicklung oder dem Satz iiber das Residuum von als Quotient darstellbaren Funktionen.

Die praktische Berechnung des Residuums von als Quotient darstellbaren Funktionen gelingt in
den meisten fiir Filter relevanten Anwendungen mit folgender Regel:39

Es sei

9(2)
f(z )—h(z)

Und es gelten folgende Eigenschaften:

g und h seien in der punktierten Umgebung von s holomorph.40
g(sk) #0

h'(s) #0

Alle h(sk) = 0 seien Nullstellen erster Ordnung.

YV VY

Dann ist das Residuum von f(z) in sk

9(s)\ _ 9(sk)
Res (h(s)) R (sp)

Als erstes und wohl einfachstes Beispiel versuchen wir die Laplace - Riicktransformation der
normierten Ubertragungsfunktion des Tiefpasses erster Ordnung:

F&) =a59

Die Polstelle liegt offensichtlich an der Stelle s = -1. Daher suchen wir

eSt
g%:e_si <(1 + s))

Damit ist das Residuum

39 Aus: ttp //wWww.num.uni-

Letzter Zugriff 28.09.2021. Ebenso unter tt s://de. Wlkl edla or w1k1 Residuum Funktlonentheorle

letzter Zugriff 29.11.2021.

40 Siehe auch https://de.wikipedia.org/wiki/Residuum (Funktionentheorie) , letzter Zugriff 29.09.2021.
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Einsetzen:
o+joo

1 1 est B
0= | (o) e = (aEs) =

s=g—joo

Alternativ berechnen wir das Residuum mittels der Laurent - Entwicklung. Die Taylor -
Reihenentwicklung um die Stelle xo berechnet sich allgemein zu

O]
Fo = Y L (o

n=0

Hier: est an der Stelle s = (-1), daher

2 Fm 1
est ~ z# (s+D"

n=0
Ausgeschrieben
m) (n) n) n)
est (_1) est (_1) est (_1) est (_1)
st . _ N -7 n,_ N -/ n,_ N -7 n,_ N -7 n
et = my s+ + my s+ + my (s+D"+ my (s+1)
+
Konkret
(0) €Y ) (3)
est —1 est -1 est -1 est -1
eSt 0'( )(s+1)°+ 1'( )(s+1)1+ 2'( )(s+1)2+ 3'( )(s+1)3+
est(=1) t-eSt(-1 t? - est(—1 t3.eSt(-1
St (1 )+ 1( )(s+1)+%(s+1)2+%(s+1)3+
—t —t 2., -t 3., -t
st € i ) 2 U 3
et = + (s+1)+ (s+1)*+ (s+1)° +

1

1/(1+s) ist bereits die eigene Laurent - Reihe an der Entwicklungsstelle -1. Daher fassen wir
zusammen

et et t-e’’ t2. et R
T59°107y Tiass S0 3aas O D Hgaag CH D
est et t2.p°t 3. ot
(1+s)z(1+s)+t'e_t+ (s+1+ (s +1)% +
Das Glied c.1 lautet daher
e—t
1= (1+5s)
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Und der Koeffizient von c.1 ist e-t. Das gesuchte Residuum berechnet sich daher zu

est
— ,—t
sR=e—S1 <(1 + s)) —¢

Die Laplace - Inversion lautet daher

o+ joo

1 1 est _
f(t)zﬁj' f € tl((s+1))'d5=5=e-si<(s+1)>=e t

s=g—joo

Nach dieser Fingeriibung versuchen wir die Berechnung der Sprungantwort h(t) des Tiefpasses
erster Ordnung. Allgemein

h(o) = £ (é G(s))

und im Speziellen

h() = £ (5 1 -1r s))

Intuitiv finden wir die beiden Polstellen s; = -1 und sz = 0. Daher

Res1 est|s =-1 -
S0t Q2s+1)|s=-1) ¢
und
Res2 eSt|s=0 _ 1
sso\@2s+D|s=0/)"
Einsetzen:
o+joo
RETLEN P L R
21 . s-(s+1)
s=0—joo

Und das ist das bekannte Ergebnis fiir den Einheitssprung am RC - Glied fiir t = RC = 1.

Der Weg tliber die Laurent - Entwicklung ist deutlich langer. Wir beginnen mit der
Partialbruchzerlegung

1 1 _A B _A(1+S) Bs
SO+ s U+ sU+s Tsd+s

A(l+s)+Bs=1
A+As+Bs=1

Der Koeffizientenvergleich ist intuitiv
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Probe

1 1 1 1 1+s s 1

s (1+s) s (1+s)=s(1+s)_s(1+s)=s(1+s)

Stimmt.

Wir suchen daher die Laurent - Reihe zu

et (% B 1 -1}- s))

1/(1+s) ist bereits die eigene Laurent — Reihe an der Entwicklungsstelle -1. Mit dem ersten Term
miissen wir ein wenig spielen

11 1 B 1 B 1
s s+1-1 (s+1D)-1 —-1+(+1) 1-(s+1)

In dieser Form kann man den Ausdruck in einer Taylor - Reihe bzw. den Ausdruck fir
geometrische Reihen (was in diesem Fall dasselbe ist) entwickeln:

ﬁ=;(5+1)n=1+(s+1)+(S+1)z+(s+1)3+m

Zusammenfassen, dabei auf die Vorzeichen aufpassen:

1 1 1 1

;_(1"'5)=_(1+s)_1—(s+1):_(1+S)_1—(S+1)—(s+1)2—(s+1)3_...

Dabei haben wir ganz naiv den Konvergenzbereich nicht beachtet. Da wir hier im Endeffekt nur
am Glied c.; interessiert sind, ist das in dieser Anwendung aber zuléssig.

Als nachstes miissen wir die Reihe fiir den Zahler ergdnzen

1 1 et t-et t?-et et
QSt(;—m>=<T +T(S+1)+ (S+1)2+

(s+1)3+~~>-( 14D =+ 12~ (s + D= )

1
Ta+s)
Bei der Auswertung machen wir uns die Beobachtung zu Nutze, dass lediglich die jeweils ersten
Terme der beiden Reihenentwicklungen fiir das Glied c.; relevant sind. In allen anderen Produkten
steht (s+1) in hoheren Potenzen als -1. Das Glied c.; lautet daher
1T T+

Der Koeffizient von c.1 ist daher —-e-t. So erhalten wir fiir das Residuum

oSt
Res (——— | = —e~t
=3 <s(1 + s)) ¢

Als néchstes berechnen wir das Residuum an der Entwicklungsstelle 0. Dazu benétigen wir die
Laurent - Entwicklung
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! ! ! ! i( " ! A-s+s*=s>+-) L1y 2+
— R N —S = —. — S S“— S er ) = — — S—S e
sI+s) s (1—-(-s)) s £ s s

Den Zahlerausdruck entwickeln wir in eine Taylor - Reihe

£(0) t@ t(2) t(3)
est~s ()()0 e’ ()()1 e’ ()()2 e’ ()()3
estO t'eStO tZ'QStO st
oSt ~ ()+ ()(s)+ ()(s)2+ ()()3
1 1 2
o 1+t S+t2-52+t3 s3+
T F1T 2 6
Zusammenfassung
est 3 1+t-s+t2-sz+t3-s3+ (1 - 2, )
s(l+s) \1 1 2 6 s 578

Wiederum sind lediglich die jeweils ersten Terme der beiden Reihenentwicklungen fiir das Glied
c.1 relevant. Somit finden wir fiir das Glied ¢

1
C_1=—
S

Der Koeffizient von c.; ist daher 1.

Die gesuchte Riicktransformation berechnet sich daher zu

1 orje 1 est est
t) = — Sf-(—)-d =Res2(———— |+ Resl({———— | =1-¢"t
f@® 27 ] J € s-(s+1) § TN s-(s+1) +s§§1 s-(s+1) ¢

s=0g—joo

Nun die Berechnung der Sprungantwort h(t) des Butterworth - Tiefpasses zweiter Ordnung.

Allgemein

h(o) = £ G G(s))

und im Speziellen

Y P
hO =~ (s (1+\/§s+sz)>

Intuitiv finden wir die erste Polstelle s;
Mitternachtsformel

0. Die beiden anderen ergeben sich aus der

V2 |2 \/_\/__
2/

=24 2=
52,3 2 - 2

N

Daher ist
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V2

Sy = 7(_1 +7)
V2
s3=—(-1-))

Alle drei Nullstellen sind verschieden. Die drei Residuen berechnen sich daher gemaf3

oSt
Res1
s=0 <s (1++V2s+ s2)>

eSt
Res2
a2 <s-(1+\/75+52)>

s=2(=1+))

oSt
Res3
\/_es <s-(1+\/§s+sz)>

s=X2(-1-))

Die Zahler- und Nennerausdriicke sind holomorph, in diesem Fall sogar ganze Funktionen.
Weiterhin seien g(sx) # 0 (die Exponentialfunktion hat im Endlichen keine Nullstellen), h(sk) =0
(das wurde so berechnet) und

h=(s+ V2s? + sy =(01+ 2/2s + 3s?)

h'(sp) =1

h'(sp) =1+2V2 g(—lﬂ) +3 g(—lﬂ) 2=1+2(—1+j)+3<%(1—2j+j2)>

W(s))=1-2+2j+ @ (—2j)>
h(s2)=-1-j

h'(s3) =1+ 2V2 g(—l—j) +3 \/75(—1—]) 2=1+2(—1—j)+3<%(1+2j+j2)>

h'(s3)=1-2-2j+ <; (2j)>

h(s3) =1+

Damit sind alle h’(sx) # 0 und wir kénnen die einfache Formel verwenden

g\ 9(sk)
S <®) = W0
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est eStls =0 1
Res1 = =771
s=0 \s- (1++V2s+5?)) (1+2V2s+3s%)ls=0 1
NG .
t[ L2(=1+))
ost estlszg(_l +]) o <2 +J)
5272(_1+j) s-(1+ 25 +s ) (1+2\/§s+352)|5=72(—1 +]) !
V2 .
t| 5-(—-1-))
o estls = Y2 (-1 ) [go)
- Lt
s=72(—1—j) S'(1+ S+S) (1+2\/§S+352)|S=7(_1_j) :
Einsetzen:
ot joo t(‘/g(—nj)) t<‘/2—7(—1—j)>
F(©) = —— | St( 1 >d e -
= - - e’ - Tas = i j
2mj s- (14 V2s +s2) (=1-/) (=1+))

S=0—joo

Das geht noch ein wenig schoner

<et<g(_1”)>> (=1+)) <et<g(_1_j)>> (-1—))

2 * 2

fO =1+

Fir reelle t

() _ (49) ( ()45 (%))

Sowie
o[ 21-j (b
e (2 ( >) _ <e (ﬁ)) (cos<%) _jsin<%)>
Zusammengefasst
. 2+ (e_(%)) (cos (Tti> +jsin (%)) (-1+)) + (e‘(v%)) (cos (Tti> —Jsin (%)) (=1-))
2
. <e_(7%)> KCOS (55) #15t %» e (“’S (55) ~isin (@) (-1 _,->]
2
B G G A ) 1 M) Gl O ) G )|
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]

+
—
®

—

sl
~—

|

(e}

=3

wn
<|

tz) ]sm(\/i)+jcos(\/§)+j sm(\/%)—cos(ﬁ)+]sm(\/%) ]cos<ﬁ)+1 szn(\/%)]

f© 5
oo 2+ <e’(%)) [— cos (\/%) —jsin (\/%) +j cos (é) — sin (é) — cos (\/%) +J sin (\/%) —jcos (é) — sin (\/%)]
2
-(%)> ) t
. 2+ <e 2 [ 2c025<\/§) 251n<\/§)] . <e—(—2)> [COS<%) +Sin(\/t_>]
Oder wahlweise

() =1-+2 <e_(\/L_)> (sm (j_ ’;))

Man erkennt bereits das Problem der Butterworth - Filter: Das Uberschwingen in der

Sprungantwort schon beim Filter zweiter Ordnung, das mit héheren Ordnungen schlimmer
wird:4!

P .
= ' '
' ' —N=2
' '
' ' N=3
' ' '
o - N N=4
& ' '
= ' ' '
= qp---- G e T T
> ' ' '
B i : :
= L ' ' '
€ iy ' i
g, ) ' '
' '
< Ill ' ' ' '
= 0&Ek- cmdeccencadeccccccadccccaaa I ——
a,uf ry i i
w ' :
) ' ' ' '
' ' ' '
i ' '
5 ' '
4 ' ' ' '
2 ' '
g :
0 5 5 20 25

Wir berechnen nun den Zeitpunkt des maximalen Uberschwingens. Dazu lésen wir die

Extremwertaufgabe
%{1 - <e_(\/_5)> [cos (%) + sin (%)]} =0

\/7< (fi)) <sm (%)) —0

Die Exponentialfunktion hat im Endlichen keine Nullstellen, daher verkiirzt sich der Ausdruck zu

sin (%) =0

41 Grafik aus

systeme/grundlagen-des- fllterentwurfsZStandardlslerte entwurfsverfahren fuer-tiefpass-
filter /butterworth-filter.html , letzter Zugriff 30.09.2021.
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So findet man als allgemeine Losung

t=V2m nnez
Wir wahlenn=1

t =V2m~4,44
Mit einem Amplitudenwert

1_(e-<%>) eos (22 un (22

V2

1 — (e™™)[cos(m) + sin(m)]
1—-(e™)[-1+0]
1+e7"~1,043
Also etwa 4,3 % Uberschwingen.
Damit ist die mathematische Berechnung der Sprungantwort gezeigt. Fiir die elektrotechnische
Praxis benétigen wir aber nicht ein abstraktes h(t), sondern eine Aussage liber das Verhalten des

Filters im konkreten Zeitbereich. Daher ist eine ,Denormalisierung” notwendig.

Die Berechnung des Amplitudenverhaltens gelingt aufgrund der Linearitit der Laplace -
Transformation elementar.

Zur Umrechnung der Zeitachse erinnern wir uns, dass wir ® = 1 angenommen haben. Dies miissen
wir nun auf die Frequenz umrechnen, was elementar gelingt:

1-v2 <e‘(7t7)> <sin (% + %))

2rxf

Uoue (£) = Upn (t)

Das ist die denormalisierte Form der Gleichung der Sprungantwort des Butterworth - Filters
zweiter Ordnung.
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5.7. Das Uberschwingen

Uberschwingen (engl. overshoot) bedeutet in der Elektrotechnik,
Signalverarbeitung und Regelungstechnik, dass nach einer
sprunghaften Anderung einer Eingangsgrofie eine Ausgangsgrofie
den erwiinschten Wert nicht direkt erreicht, sondern iber den
Sollwert hinausschief3t und sich erst danach auf den erwiinschten
Wert einstellt. Die Anderung einer Ausgangsgrofe bei
sprunghafter Anderung einer Eingangsgrofe wird auch als :
Sprungantwort bezeichnet. :

Bei Regelkreisen kann ein Uberschwingen auftreten, wenn der Sollwert verdndert wird. Dies tritt
beispielsweise bei einer Raumheizung auf, wenn die gewiinschte Temperatur (Sollwert) am
Heizkorperthermostat von 20 °C auf 25 °C erh6ht wird; der Regler erhoht die Heizleistung
dadurch so stark, dass kurz eine Temperatur von beispielsweise 27 °C erreicht wird; danach sinkt
die Temperatur wieder und erreicht erst spater den Sollwert 25 °C. Ursache sind
Verzogerungszeiten im Regelkreis, die zum Beispiel durch die Warmekapazitat des Heizkorpers
und des zirkulierenden Wassers verursacht werden.

Uberschwingen kann auch auftreten, wenn eine Stérgrofe plotzlich verdndert wird; bei einer
Heizungsregelung wire das beispielsweise, wenn ein Fenster getffnet wird.

Starkes Uberschwingen eines Reglers deutet auf geringe Stabilitit des Regelkreises hin. Bei
geringerer Verstirkung wird der Endwert asymptotisch erreicht, es tritt kein Uberschwingen auf,
aber gleiche Endwerte werden spéter erreicht.

In der Elektrotechnik und Signalverarbeitung ist das Uberschwingen ein wichtiges
Charakteristikum jeder Ubertragungsfunktion und somit von Verstirkern, Filtern und anderen
Einrichtungen zur Verarbeitung und Ubertragung von Signalen. Das Uberschwingen wird in der
Praxis mit Rechtecksignalen gemessen. Uberschwingen tritt auf, wenn hohere Frequenzen stirker
als niedrige verstarkt werden, insbesondere auch bei Resonanzen im Frequenzgang.

Das Uberschwingen wird meist in Prozent der Anderung des Sollwertes angegeben. Viele
Oszilloskope verfiigen iiber eine Messfunktion fiir dieses Uberschwingen (positive/negative
overshoot).

Eine weitere wichtige Grofde in diesem Zusammenhang ist die Einschwingzeit — die Zeit, ab der
sich die Ausgangsgrofde innerhalb einer bestimmten Abweichung eingestellt hat.

Der Giitefaktor, auch Giite, Kreisgiite, Filtergiite, Schwingkreisgiite, Resonanzschirfe oder Q-
Faktor genannt, ist in der Technik ein Maf} fiir die Ddmpfung bzw. den Energieverlust eines zu
Schwingungen fahigen Systems (z. B. eines Schwingkreises). Eine hohe Giite eines Systems besagt,
dass das System schwach gedampft ist.

Definition: Der Giitefaktor Q eines Resonanzkreises bei einer gegebenen Frequenz wird definiert
als

=2 w
Q=21

Wobei W die zu Beginn einer Schwingungsperiode gespeicherte Energie und V die Energie, die
innerhalb dieser Periode in thermische Energie tibergeht.

Der Verlustfaktor d (Dampfung; auf Englisch dissipation factor DF) ist der Kehrwert des
Gutefaktors Q
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Ein Giitefaktor von 0,5, gleich einem Verlustfaktor von 2, bestimmt ein System, bei dem es gerade
keine Schwingung mehr gibt. Eine hohe Giite erfordert also ein Q deutlich iiber 0,5. Umgekehrt
neigen Filter mit Giite > 0,5 zur Instabilitat.

Bei Bandfiltern definiert man die Giite als Quotient von Mittenfrequenz und Bandbreite:

0o In
fmax - fmin
Bei LC - Bandfiltern ergibt sich konkret
1 L
C=r"J[C

Wobei R der Gleichstromwiderstand der Spule ist. (Eigentlich ist R ja der gesamte
Verlustwiderstand der Spule, also inklusive Kernverlusten, aber miss das mal...)

Bei RC - Filtern wird (hier ohne Ableitung) entsprechend fiir die Giite der Teilfilter argumentiert:

s

Q; =
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5.8. Die Filtercharakteristik

Die Filtersteilheit gilt immer weit (!) weg von der Grenzfrequenz. In der Praxis interessiert man
sich aber sehr fiir das Verhalten in der Ndhe der Grenzfrequenz. Im Lauf der Zeit haben sich einige
spezielle Versionen als bevorzugt erwiesen. Diese sind aber lediglich Grenzzustidnde, die
keinesfalls heilig sind. Es steht jeder / jedem frei, ihre / seine Filter nach Gutdiinken selbst zu
gestalten! Bei den aktiven Filtern mit Einfach - Mitkopplung (Sallen - Key - Filter) und
Spannungsteiler ist die Filtercharakteristik leicht mit einem einzelnen Widerstand frei wéhlbar.

Diese speziellen Varianten (am Beispiel der Tiefpassfilter) sind:
Filter mit kritischer Dampfung: Der Amplituden - Frequenzgang verlauft sehr rund, die endgiiltige

Steilheit wird bereits kurz nach der Grenzfrequenz erreicht. Keinerlei Uberschwingen in der
Sprungantwort.

Bessel - Filter: Der Amplituden - Frequenzgang verlauft rundlich, steiler als bei der kritischen
Dampfung, aber flacher als beim Butterworth - Filter. Vorteilhaft ist das optimale
Rechteckiibertragungsverhalten. Minimales Uberschwingen in der Sprungantwort, das mit
zunehmender Ordnung sogar geringer wird. (z.B. 0,84 % bei 4. Ordnung).

Butterworth - Filter: Der Amplituden - Frequenzgang verlauft moglichst lange horizontal und
knickt erst kurz vor der Grenzfrequenz scharf ab. Massives Uberschwingen in der Sprungantwort,
das mit zunehmender Ordnung groéfier wird. (z.B. 10,4 % bei 4. Ordnung).

Tschebyscheff - Filter: Der Amplituden - Frequenzgang verlduft noch eckiger als beim
Butterworth - Filter. Im Gegensatz zu diesem zeigt das Filter aber auch betrdchtliche Welligkeit
im Durchlassbereich (Typ 1) oder Sperrbereich (Typ 2, auch inverses Tschebyscheff - Filter
genannt), je nach Auslegung bis zu 3 dB! Massives Uberschwingen in der Sprungantwort, das mit
zunehmender Ordnung grofer wird. (z.B. 35,7 % bei 4. Ordnung).

Cauer - Filter (auch elliptische Filter genannt): Sie weisen den steilsten Ubergang vom Durchlass
- in den Sperrbereich auf. Dafiir zeigen sie in beiden Bereichen deutliche Welligkeit.
Dementsprechend hoch sind auch die Phasenverzerrungen und damit das Uberschwingen. Die
Details des Verhaltens von Cauer - Filtern kdnnen allerdings in hohem Maf3e gewahlt werden. Die
Welligkeit liegt in der Grofdenordnung der Tschebyscheff - Filter.

Die inversen Tschebyscheff — Filter sowie die elliptischen Filter kénnen nicht mit LC -
Schwingkreisen oder Sallen - Key - Filtern realisiert werden, man bendétigt beispielsweise die
Bocter - Konfiguration.

Sollte das Ausgangssignal

_ "FButterw. des Filters fir
E1g Regelkreise benétigt
?ﬂ : werden, dann ist
5 eigentlich nur das Bessel
@208 - Filter anwendbar, denn
§ 0 gerade Uberschwingen in
£ der Sprungantwort
= 04 nehmen Regelkreise oft

0.2 sehr tlbel!

4 ] ] 30 3 0 Dazu kommt, dass die

20
t/s (Zeit - i
feilzeis) Verzogerungszeiten der

anderen Filter mit der Ordnung deutlich steigen und bereits ab der 10. Ordnung deutlich langer
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als eine Periode sind. Die geringere Steilheit in der Ndhe der Grenzfrequenz nimmt man bei den
heutigen technischen Moglichkeiten eher in Kauf und konstruiert mit hdheren Ordnungen. Gerade
bei Software - Filtern ist das meist trivial.*2

42 Diagramm aus http://www.emsp.tu-

berlin.de/fileadmin/fg232 /Lehre/Signalverarbeitung/Vorlesung/Vergleich der Filtertypen.pdf, letzter
Zugriff 21.09.2021.
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6. Die Filtertypen im Einzelnen

6.1. Filter mit kritischer Dampfung (Gauf3 - Filter)

6.1.1. Grundlagen

Aufgrund der Probleme mit der gegenseitigen Beeinflussung der
Filterstufen sind direkt gekoppelte RC - Filter problematisch,
mehr als 2. Ordnung ist kaum machbar. Dazu sind die
Eigenschaften, vor allem die Steilheit nahe der Grenzfrequenz
wenig erfreulich. Aber wenn man zwischen den Filterstufen
Entkopplungsverstarker einbaut, lassen sich zumindest
Tiefpass -, Hochpass - und Bandpass - Filter hoherer Ordnung bauen.

Die Filter mit kritischer Dampfung werden auch Gauf$ - Filter genannt. Als Besonderheit besitzt
bei diesem Filter sowohl die Ubertragungsfunktion als auch die Impulsantwort den Verlauf einer
Gaufdschen Glockenkurve, wovon sich auch der Name dieses Filtertyps ableitet.

Fiir die Dimensionierung der Filter n - ter Ordnung gilt fiir die Wahl der Grenzfrequenzen der
einzelnen Stufen dhnlich wie bei den durch geeignete Wahl der Widerstandswerte entkoppelten
Filtern:

(7l -
1+j0 V2
11+j0" =2
(Ve+ @) =2
(124+09)" =2
124+0° =32

22 =132-1

Damit sind die Moglichkeiten der passiven (also ohne Verstirker) realisierten RC - Filter
endgiiltig ausgeschopft. Formal kann man sich das so vorstellen, dass die Ubertragungsfunktionen
von Filtern mit besseren Eigenschaften durch Formeln ausgedriickt werden, die komplexe Pole
und gegebenenfalls sogar Nullstellen aufder 0 und Unendlich haben konnen. Das ist bei
Ausdriicken der Form

n

H) = (1 +1j !2)

offensichtlich prinzipiell unméglich. Nétig sind Ubertragungsfunktionen der Form
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1

O X a0 40, 20) (14 a2 0 + b, 00) - (14 anj 2 + by P17

fiir ein Filter n - ter Ordnung. Fiir Filter mit ungerader Ordnung ist der Koeffizient b; natiirlich
Null.

Daher ist es notwendig, die Berechnung der Filter - Koeffizienten in jene fiir gerade Ordnung und
ungerade Ordnung aufzuteilen!

Solche Ubertragungsfunktionen lassen sich mit RLC - Schaltungen oder mit
Operationsverstiarkern und RC - Schaltungen aufbauen. Im Hochfrequenzbereich bevorzugt man
die RLC - Schaltungen, da entsprechende Induktivitidten in geringer Grofde und mit exzellenten
elektrischen Eigenschaften preiswert verfiigbar sind. Im Niederfrequenzbereich ist das nicht so,
da haben sich die Schaltungen mit Operationsverstarkern durchgesetzt.

Mit RLC - Schaltungen oder mit Operationsverstirkern und RC - Schaltungen lassen sich
ausschliefilich Filter erster und zweiter Ordnung pro Stufe aufbauen. Daher ist es gerechtfertigt,
die Ubertragungsfunktionen nicht mit einem allgemeinen Nennerpolynom n - ten Grades
darzustellen, sondern Nenner und gegebenenfalls Zihler als Produkt quadratischer Terme.

6.1.2. Das Ubertragungsverhalten des Filters mit kritischer Ddmpfung

H(P)=<1J1rp)n=<1+1jn)

Da das Bode - Diagramm die graphische Darstellung der Ubertragungsfunktion in
Polarkoordinaten ist, geniigt die Umrechnung. Dazu verwenden wir folgende bekannten
Rechenregeln:

a+j-b=r-el?

r =+ a? + b?

= arean (]

¢ = arctan{—

(x®)" = xan
l(a+j-b)"=I(a+j D"

(@+j-b)r = (r-el®) = (rn-eJm9)

Somit
1
r=14+j0]=y124+02*=(1+0%2
0
@ = arctan (T) = arctan(2)

i : @) 7 @
— — 0" = 2\3 . ,Jj - arctan(2 — 2y~3 . p—J-n-arctan(n
H(P) <1+j!2) 1+ 0) ((1+n)z e ) (a+0972-e )

148



Aufgeschliisselt daher

Amplitude: G(n, Q) = ——
(1+0%2

Phase: ¢(n,2) = —n - arctan(£2)
Vorsicht Falle: Viele Algorithmen berechnen den Winkel so, dass er entweder nur positiv oder im
Bereich -90° bis +90° Liegt. Daher muss auf die korrekten Quadranten geachtet werden,
gegebenenfalls miissen Korrekturwerte addiert werden! Bessere Berechnungsprogramme stellen
spezielle Arkustangens - Funktionen (in Excel® z.B. ARCTAN2(x;y)) zur Verfligung, die beide
Argumente verwenden und das Ergebnis damit gleich im richtigen Quadranten liefern.
Ab der Ordnung n = 2 sind diese Ausdriicke auf eine Grenzfrequenz () normiert, bei der die
Abschwichung -n - 3 dB betrdgt. Um unabhangig von der Ordnung bei Q0 = 1 auf die ,natiirliche”

Abschwichung auf -3 dB zu kommen, ist die Einfiihrung eines von der Ordnung abhingigen
Korrekturfaktors a erforderlich. Dafiir gilt

= 11
IH = 1+a®d" 2
2

(1+a?)" =

Da es in diesem Zusammenhang nur positive Frequenzen gibt, kénnen wir die
Fallunterscheidungen einsparen

1+a,) =42

Das rechnen wir fiir n = 1 bis 4 durch

a, = |32 -1~ 0,643594

az = /i/i— 1~ 0,509825

a, = |V2—-1~0,434979
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Daraus folgen die Kkorrigierten Ubertragungsfunktionen (fir n = 1 ist keine Korrektur
erforderlich)

n=2
H(P) = ((1 +0,643594% - 0%)73 - e~ Z'arctan(°'643594'm)
H(P) = ! £ — 2 - arctan(0,643594 - 0)
T 1+ 0414214 - 27 arctanis
n=3
H(P) = ((1 +0,5098242 - 07)73 - e~ 3'arctan(°'5°9824'ﬂ>)
1
H(P) = 3£ — 3 - arctan(0,509824 - 2)
(1+0,259921 - 02)2
n=4

H(P) = ((1 04349797 %)% - ¢ 4'arctan<°'434979'ﬂ>)

1

H(P) =
(P) (1 + 0,189207 - 2%)2

£ —4 - arctan(0,434979 - )

Diese mathematische Darstellung ist aber fiir die Berechnung der konkreten Filter, bestehend aus
Gliedern erster und zweiter Ordnung, nicht hilfreich. Dazu miissen wir die
Ubertragungsfunktionen in die Form

1

H(P) = n

Hl[i]l(l + a;P + b;P?)
bringen. Jede Filterstufe hat daher die Form

1
(1 + CliP + biPZ)

H(P) =

Konkret flirn=1

1 1
(1+1-P+0-P) (1+P)

H(P) =

Daraus folgen die Koeffizienten a; = 1 und b1 = 0.
n=2

1

H(P) =
(P) (1+ a,P + b, P?

Konkret
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1= (5er) = (Trzarrarm
1+ a,P)  \1+42a,P + a,?P?

Der Koeffizientenvergleich liefert
a, =2-a,=2-0,643594 = 1,287188

b; = ay* = 0,643594% = 0,414214

Daher
H(P) = ( 1 )
~\1+1,287188- P + 0,414214 - P?
n=3
H(P) = 1 - ( 1 )3
1+ a,P)A+ayP+b,P?) \1+az-P
1 1 1

(I+aP)A+aP +b,P?) (1+az-P)A+az-P)? (1+az-P)A+2 a3 P+ag®-P?)
Hinweis: Das ebenso mogliche totale Ausmultiplizieren der Terme ist nicht ratsam, da einerseits
unnoétig uniibersichtliche Ausdriicke entstehen. Andererseits wirken sich dann Rundungsfehler
fatal aus.

Koeffizientenvergleich
al = ag = 0,509825
a, =2 a3 =1,019649

b, = a3 = 0,259921

4

1 1
HOP) = ()
( ) (1+a1P+b1P2)(1+a2P+b2P2) 1+a4'P

Da aufgrund der Gleichartigkeit der Filterblocke erster Ordnung auch die der zweiten Ordnung
gleich sein miissen, vereinfacht sich dieser Ausdruck zu

1 1
H(P) = = ( )
() (1+a1P+b1P2)2 1+a4'P

4

1 1
(1+a,P+b,P?) (1+a,-P)?

H(P) =

(1+a1P+b1P2)=(1+a4'P)2

1+a1P+b1P2=1+2'a4'P+a42'P2
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Koeffizientenvergleich

G =a,=2 -a,=2" /W—1=0,869958

by =b, = a,?=a,?=32—-1=0,189207
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6.1.3. Die Ubertragungsfunktionen graphisch dargestellt

Normierter Tiefpass mit kritischer Dampfung n=1 Normierter Tiefpass mit kritischer Dampfung n=1
0,01 0,10 1,00 10,00 Q 0,01 0,10 1,00 10,00 Q
0 0,00
-0,20
-
-0,40
g 5 -0,60
3 g
2 & 080
2 £
£
2 15 -1,00
-1,20
20
1,40
1,60
-25
Normierter Tiefpass mit kritischer Dampfung n=2 Normierter Tiefpass mit kritischer Dampfung n=2
0,01 0,10 1,00 10,00 aQ 0,01 0,10 1,00 10,00 &
0 0,00
5
-0,50
10
-1,00
=
2 s
r ¥
E & -1,50
£ £
£ 20
<
-2,00
25
-2,50
-30
-35 -3,00
Normierter Tiefpass mit kritischer Dampfung n=3 Normierter Tiefpass mit kritischer Dampfung n=3
0,01 0,10 1,00 10,00 aQ
0,01 0,10 1,00 10,00
0 Q
0,00
5
-0,50
-10
1,00
-15
—_ 1,50
i -20
P 2,00
3 s H
H T 250 4
3 -30
35 | 3,00 +
40 -3,50
45 -4,00
-50 4,50
Normierter Tiefpass mit kritischer Dampfung n=4 Normierter Tiefpass mit kritischer Dampfung n=4
0,01 0,10 1,00 10,00 a 0,01 0,10 1,00 10,00 a

Amplitude [dB]
& IS & © o
g 8 8 8 5 °
Phase
@ & & & = °
=y 2 2 2 2 °
8 8 8 8 8 3

-60
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6.2. Bessel - Filter 43

6.2.1. Grundlagen

Butterworth- und Tschebyscheff -
Filter besitzen ein betrachtliches g-"
Uberschwingen in der
Sprungantwort. Ideales
Rechteckverhalten besitzen Filter

mit frequenzunabhangiger o
Gruppenlaufzeit, also
frequenzproportionaler
Phasenverschiebung. Dieses oo
Verhalten wird am besten durch 3
die Bessel - Filter, manchmal auch §

als Thomson - Filter bezeichnet,
approximiert. Die Approximation NN
besteht darin, die Koeffizienten so e B = TR Y e
zZu wihlen, dass die s -
Gruppenlaufzeit unterhalb der -~ IMPULSE RESPONSE - STEP RESPONSE
normierten Grenzfrequenz Q = 1
moglichst wenig von Q) abhéngt.

¢ v %
Die Graphik zeigt die : [\ '&___ 2 EREEN EEEE
Eigenschaften des Bessel - Filters 5
von 2. bis 10. Ordnung. —

6.2.2. Berechnung
Wir beginnen mit der Berechnung der Phasenverschiebung des Tiefpasses 2. Ordnung:

HP) = 1 _ 1 (1 =b 0%~ j(a, D)
T 14a,j0-b2% A=b22)+ j(a ) (1—b2?) 4+ (a, 0)?

Daraus folgt

_ . ( a, {2 )
¢ = —arctan 1= b2
Die Gruppenlaufzeit ist definiert als
de
tgr = —=—
dw

Um die weitere Rechnung zu vereinfachen, fithren wir die normierte Gruppenlaufzeit ein:

tyr 1
T = gy =t fa =g a0

Darin ist Tg der Kehrwert der Grenzfrequenz. Damit erhalten wir

43 Der folgende Text ist aus Tietze - Schenk, Halbleiter - Schaltungstechnik, 5. Auflage 1980, entnommen.
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T Wg dp 1 _d(p
i F A FT)
dp d a; 2
dn ~ dp|”arcan (1 - b1n2) ]
_ 1 ) <(1 - b10%)(ay) — (a; 2)(=2 b1 2) >
a N \? (1 — b N?)?
I+ (1 —119192) '

_ 1 (Cap(@ - b10?) + (a;)(2 b 2%)
(=507 (@ 0 (1 - by02)?
(1-b.:0%) " (1-b02%)?

B (1-b,0%)* ((a)(d = b102%) + (ay)(2 b,2%)
(1-b102%)%+ (a, 2)* (1 - b, 02)?

(a))(1 — b2 + 2 b, 0%
1—2b02%+ b2 0%+ a,20?

(a;)(1 + b, 02%)
1+ (a;>—2by) 0%+ b2 04

Einsetzen (auf das Vorzeichen aufpassen)

a,(1+ b, N?)

T,
1+ (a? —2by) 22+ b 204

1
LTS

Fiir O << 1 verschwindet das Glied 4. Ordnung

! 1+ b2
9 2m 14 (a2 -2hby) 02

Der Ausdruck wird von Q unabhingig, wenn die Koeffizienten von Q2 im Zihler und Nenner
libereinstimmen. Daraus folgt die Bedingung

b]_: a%_Zbl
3b1= a%

1
b1=§a%

Zusatzlich benotigen wird die Normierungsbedingung, also den allgemein giiltigen Umstand, dass
bei Q = 1 die Ausgangsspannung Ui,/v2 sein muss:
1 1

2

(1—by) + jla)l — 2

|1 =by) + j(a)l* = 2
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(1—=b)?+ (a1)* = 2
Wir losen nach a; auf

2 1
—§af+§a‘f+a12— 1

1 1

5a‘f+§a%—1=0

atf+3a¢—-9=0
atf+3a?2-9=0

Mitternachtsformel, die negative Losung ist elektrotechnisch sinnlos.

3
a1=_z+ _+9
a? = _3 + . 1,8541
2 4
a, = 1,3617

1 2
bl == § a1 == 0,6180

Das ist die Losung fiir den ersten Block.

Zur Berechnung der weiteren Koeffizienten verwendet man beispielsweise die Formel4+

n
(n+k) xnk
)= ) okl 2
k=0

Konkret

44 Siehe dazu auch https://en.wikipedia.org/wiki/Bessel

olynomials , letzter Zugriff 05.12.2021. Fiir
detaillierte Ausfiihrungen siehe: Grosswald, Emil (1978). Bessel Polynomials (Lecture Notes in
Mathematics). New York: Springer. ISBN 978-0-387-09104-4.
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n=1

SO+ E)! xR @40 X0 (141! Xt 1 ox 2
01 (x) = =

1 x 21 x©
0,() = — =+

21
Toii oz Xtz

2 2+k) x2k

HZ(X)= _ 1 11 k
k=0(2 K)'k! 2

2+0) x270 2+1) x?71 2+2) x?72
( )

0,(x) = (2-0)0! 20 " 2-D'1! 21 T (2=2)2! 22

21 x? 31 x! 41 xO
)= T inz oz 2

0,(x) = x>+ 3x+ 3

Normalisiert

1
0,(x) = §x2+ x+1

> B4k) K3k
LiGB-IK! 2

03(x) =

GB+0) x37° @B+ x3T  3B+2) 132 (3+3) x373

31 x3 41 x2 51 1 6! x°
05(x) = ot Tzt a2zt on 2

O3(x) =x3+6x*>+15x + 15

Normalisiert

Passt.

X

0

= = —+ J—
k_o(l—k)!k! 2k (1—-o0)to! 20 1-1nr1r 21 1101 o!1r 2t
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Aus dem Ausdruck zur direkten Berechnung der Polynome

5 (n+ k) xnk

bn () = L=kt 2F

lasst sich die Rekursionsformel ableiten. Wir beginnen mit einer Substitution, um eine Formel fiir
die einzelnen Koeffizienten c; zu erhalten

i=n—k

Wir interessieren uns also lediglich fiir den Koeffizienten eines Terms! Daher brauchen wir keine
Summenbildung mehr,

(n+ k) xnk
(m—k) k! 2F

x"-ci(n) =

lassen die Ausdriicke mit x weg, da wir nur an den Koeffizienten interessiert sind,

_ (m+k)! 1
G = o 5Tk 2%
und ersetzen k durch n - i.
_ n+n-1)! 1
ci(n) = (n—m=-0)m-i 20D
_ (2n —i)!
«() = B =iz

Um auf einen rekursiven Ausdruck zu kommen, dividieren wir aufeinanderfolgende Ausdriicke
durcheinander

(2n —1)!
a(n) (D) (n—i)!2nt
cii(n) Cn-—i+1)!

(—D!'(n—i+1)!2n-i+t
Doppelbruch auflésen

cm) Cn-D'(-D!'n-i+1) on—i+1
cioi(m)  @n—i+ D! (n—i)2nt

Zusammengehorende Produkte verteilen

cm) _ Q@Cn-D! ((-D! (m-i+D! on—i+1
c-1(n)  @n—i+1)! (! (n—i)! on—i

c(n) 1 1 1
cam @n—i+Dn 1 D

Zusammenfassen
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c(m) 2n—-i+1)
ci_1(n)  i2n—-i+1)

So steht es auch bei Tietze - Schenk: Zur Berechnung der Koeffizienten der Bessel - Polynome
verwendet man die Rekursionsformel

C1=1

B 2(n—i+1)
‘T ion—i+n Gt

Daher fiir n=2
C]_ = 1

_22-2+1)
T22-2-2+1) 7

C2

Firn=3
Cl == 1

_2B-2+1) 4
“2T223-2+1) 10

ull DN

23-3+1)

2
T32-3-3+1) 5 12

12

2 2
cs §= .g____
Fir n=4
C1=1

_ 2(4-241) 6
2722 4-2+1) 14

_2(4-3+1) 3 _ 4
“T302.4-3+1) 7 18

3
7 126 21

o 2(4-4+1D) 2 1 2 1
“T42 - 4-4+1) 21 10 21 105

Daher lauten die Bessel - Polynome bis zur 4. Ordnung:

n=1 1+P

n=2 1+P+1/3P?

n=3 1+P+2/5P*+1/15P3

n=4 1+P+3/7P?>+2/21P3+1/105 P+

Diese Polynom - Koeffizienten sind allerdings auf den Kehrwert der Gruppenlaufzeit fiir Q = 0
normiert, was fiir den konkreten Aufbau der Filter wenig hilfreich ist. Daher miissen sie als
ndchstes auf die Normierungsbedingung der -3 dB Verstarkung bei Grenzfrequenz (1 = 1)
umgerechnet werden.

Als erster Schritt muss fiir n > 2 eine Faktorisierung durchgefiihrt werden, um die Koeffizienten
von P fiir jede Filterstufe zu erhalten. Da auch diese Koeffizienten lediglich als Zwischenschritt
benotigt werden, nenne ich sie nach algebraischem Usus x;. Im Fall, dass n ungerade ist, wird nach
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Konvention immer die erste Filterstufe erster Ordnung ausgefiihrt. Der Koeffizient des ersten
quadratischen Gliedes ist daher in diesen Féllen gleich Null.

n=3 1+P+2/5P2+1/15P3

1 1
H(P) = =
() 1+P+%P2+%P3 (1+x1'P)'(1+x2'P+x3'P2)
1 _ 1
1+P+%P2+%P3_ 11+ %P +x3-P)+x- P-(1+x,° P +x3-P2)
1 _ 1
1 +P+%P2 +1_15P3_ (1+x2'P +x3'P2)+(x1'P+x1'x2'P2+x1'x3'P3)
Koeffizientenvergleich
1=x1+x2

§=x1'x2 +x3

1

szl'X3

(1-x3) =x;

2
§=(1_XZ)'.X2+X3

1 —
15(1—x,) 2

2 S
— 2T Y5 = 1)

ul]

6 =15x,—15x,2 +
2 2 (1-xp)

(1= x,)(6—15x,+ 15x,2) —1 =0
(6 —15x,+ 15x,%) — (6 x; — 15 x,°+ 15x,3) =1 =0
5—15x,+ 15x,2 — 6 x5, + 15x,°— 15x,° =0
15x,° —30x,°+21x,—5=0
WolframAlpha fragen
x, = 0,56937

x; = (1— x,) = 0,43063
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1

= = =0,15481
¥ = 15(1—x,) 15-0,43063
Die Faktorisierung lautet daher
1 1
H(P) = 2 T 5 (1+043063-P)-(L+0,56937-P +0,15481- P2)
1+P+gP +P? ’ ’ ’

Um den Ausdruck auf -3 dB bei Q = 1 zu normieren, gilt P = j, zusatzlich ersetzt man P durch o P
mit der Normierungskonstante a:

1 1

vz l(1+043063) -)-(1+0,56937j -0 +0,15481-j2- o%)

V2 =1|(1+0,43063j -a)-(1+0,56937j -a —0,15481 - o?)]
V2 =11+056937j -o —0,15481 - 0 + 0,43063j - o +0,43063"j - -0,56937j - — 0,43063-j - - 0,15481 - o?|
V2 =114056937j -a —0,15481 - a2 + 0,43063-j - o + 0,24519-j2- a2 — 0,06666 - j - o*|
V2 =11+ 0,56937 j o —0,15481 - a® + 0,43063-j - o — 0,24519 - a* — 0,06666-j - |
V2 =11-0,24519 - 0® — 0,15481 - a? + 0,56937 - j -a + 0,43063 ) - o. — 0,06666 - j - o°|
V2=11-04-0®)+j - (a —0,06666 - 0]
2=01-04-0**+ (a0 —0,06666 - a®)?
WolframAlpha weif$ die Losung
o =1,75561
Probe
V2 =|(1+0,43063-j -1,75561) - (1+0,56937 - -1,75561 — 0,15481 - 1,755612)|
V2 =|(1+0,75602 - j) - (0,52285 + 0,99959 - )|
V2 =|—0,232860 + 1,39488 ]
2 =0,232860% + 1,39488% = 1,9999
Stimmt

Damit ergeben sich die Filterkoeffizienten fiir n = 3 zu

a; = 0,43063-1,75561 = 0,7560
b, = 0,00000 - 1,75561% = 0,0000
a, = 0,56937-1,75561 = 0,9996
b, = 0,15481 - 1,75561% = 0,4772
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n=4: 1+P+3/7P*>+2/21P3>+1/105 P4

Faktorisierung
H(P) ! !
352 2 53 1 5y (A+x- P+xy-P2)-(1+x3:P+x4-P?)
1+ P+5P +55P°+==¢P
7 21 105
1 B 1
1 +P+%Pz+22_1pa+%l,4 11+ x5 P+x, P +x, P(L4+x3-P+xy-P2)+x,- P2(1+ x5+ P+ x4 P?)
1 _ 1
1 +P+;P2 +22—1P3+%P4_ (T+x3P4+x, P+ (g  P+x;- Pox3PH+x;- Poxyg P+ (X P2+ x,°P2-x3+P+x,P2-x, P?)
1 B 1
1+P+;P2 +22_1p3+r:5p4_ 14x3 P+wy P24+ PHxy xg-PP4x; 2, P34, P2+ x3-x, PP+ x5 %, P*
Koeffizientenvergleich
x1+X3 =1
3
Xq " x3+x2+X4=;
4 2
X1 X4+ X3 Xy =
17X T X3 7 X3 =55
1
Xy X4 = ——=
2 77105

Dieses Gleichungssystem ist im Allgemeinen nicht in geschlossener Form lésbar. Daher
verwenden wir die mehrdimensionale Form des Newtonschen Ndaherungsverfahrens.

f(xn)

X =Xn — —=
n+1 n f (xn)

Die Transformation ins Mehrdimensionale fithren wir hier rein formal durch

— . FGw)
xn+1=xn_ﬁ
n

Dabei ist F die Matrix der Funktionsauswertung und ] die Jacobi - Matrix der partiellen
Differentiale davon. In dieser Form ist die Gleichung nicht hilfreich, da die Division zweier
Matrizen nicht definiert ist. Zur konkreten Berechnung gibt es mehrere Versionen, ich zeige hier
die Variante, die sich besonders zur Anwendung mit Excel eignet. Dazu wandeln wir die Division
in eine Multiplikation mit der inversen Jacobi - Matrix um. Die Reihenfolge ist zu beachten, damit
die Matrix - Vektor — Multiplikation iberhaupt definiert ist!

X1 =%y —JCen) ™t F ()

Flir die manuelle Ausarbeitung ist diese Version natiirlich wenig geeignet, da fiir jeden
[terationsschritt die Inverse neu zu bestimmen ist!

Wir stellen nun die beiden Matrizen auf. Bei der Matrix der Funktionsauswertung daran denken,

dass das Newton - Verfahren auf die Berechnung der Nullstellen abzielt. Daher muss diese Matrix
die Bestimmungsgleichungen in homogener Form darstellen!
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Wir bilden die partiellen Ableitungen

F(xa) =

QO
S
N
B
R
&
p—c
I
~
—_
N
Uo.lr—\
=
ﬁw
v

7'x1'

X1 +x3—1

x3+7'x2+7'x4_3

21'x1'x4+21'x2'X3_2

105'X2'X4_

0 FGe) =
0x, *n) =

1
7 X3
21-x,

0

1

0
—F(x
04 (n) 21 x4
105 - x,
Damit ergibt sich die Jacobi - Matrix zu
1 0 1 0
=2,
21+x4 21 %3 21-x, 21 - x4
0 105'x4 0 105'x2
Wir wahlen den Startvektor willkiirlich zu
1,5
g =| 2>
0 0,5
0,5
1. Durchgan
Xo F(Xo) ]1 ]2 ]3 ]4
1,50000000 | | 1,00000000 1,00000000 | 0,00000000 | 1,00000000 | 0,00000000
0,50000000 | | 9,25000000 3,50000000 | 7,00000000 | 10,50000000 | 7,00000000
0,50000000 | | 19,00000000 | | 10,50000000 | 10,50000000 | 10,50000000 | 31,50000000
0,50000000 | | 25,25000000 0,00000000 | 52,50000000 |  0,00000000 | 52,50000000
]t J'1* F(x0) X1
1,50000000 | -0,14285714 | 0,00000000 | 0,01904762 | | 0,65952381 0,84047619
0,50000000 | 0,00000000 | -0,04761905| 0,02857143 | | 0,31666667 0,18333333
-0,50000000 | 0,14285714 | 0,00000000 | -0,01904762 | | 0,34047619 0,15952381
-0,50000000 | 0,00000000 | 0,04761905 | -0,00952381 | | 0,16428571 0,33571429

163




2. Durchgang

X1 F(x1) J1 2 3 J4
0,84047619 | | 0,00000000 1,00000000 | 0,00000000 | 1,00000000 | 0,00000000
0,18333333 | | 1,57186509 1,11666667 | 7,00000000 | 5,88333333 | 7,00000000
0,15952381 | | 4,53952387 7,05000009 | 3,35000001 | 3,84999993 | 17,64999999
0,33571429 | | 546249997 0,00000000 | 35,25000045 | 0,00000000 | 19,24999965
J! J1*F(x1) X2
0,94468602 | -0,18486561 | 0,03712727 | 0,03318249 | | 0,05921569 0,78126050
0,23724419 | -0,02042000 | -0,03041729 | 0,03531455 0,02272825 0,16060508
0,05531398 | 0,18486561 | -0,03712727 | -0,03318249 | | -0,05921569 0,21873950
-0,43443419 | 0,03739246 | 0,05569919 | -0,01271885 0,24214697 0,09356732
Vor allem x4 des Fehlervektors ist noch weit weg.
3. Durchgan
X2 F(x2) J1 ]2 J3 J4
0,78126050 0,00000000 1,00000000 | 0,00000000 | 1,00000000 | 0,00000000
0,16060508 | | -0,02454548 1,53117650 | 7,00000000 |  5,46882350 | 7,00000000
0,21873950 0,27285365 196491372 |  4,59352950 | 3,37270668 | 16,40647050
0,09356732 0,57787563 0,00000000 |  9,82456860 |  0,00000000 | 16,86353340
]! J1*F(x2) X3
1,56388480 | -0,20981254 | -0,12347858 | 0,20722440 | | 0,09120830 0,69005220
0,23587872 | 0,05949386 | -0,16640645 | 0,13720052| | 0,03241992 0,12818516
-0,56388480 |  0,20981254 |  0,12347858 | -0,20722440 | | -0,09120830 0,30994780
-0,13742118 | -0,03466068 |  0,09694716 | -0,02063244 | | 0,01538016 0,07818716
Jetzt ist die erste Nachkommastelle in allen Dimensionen richtig.
4. Durchgan,
X3 F(Xs) ]1 ]2 ]3 ]4
0,69005220 0,00000000 1,00000000 | 0,00000000 | 1,00000000 | 0,00000000
0,12818516 | | -0,05822955 2,16963460 |  7,00000000 | 4,83036540 | 7,00000000
0,30994780 | | -0,03263109 1,64193960 |  6,50890380 | 2,69188836 | 14,49109620
0,07818760 0,05236145 0,00000000 |  8,20969800 |  0,00000000 | 13,45944180
]t J1* F(x3) X4
2,05206341 | -0,25700149 | -0,30114633 | 0,45789053 | | 0,04876763 0,64128457
0,23060644 |  0,11580747 | -0,29347385 | 0,25573910| | 0,01622383 0,11196133
-1,05206341 |  0,25700149 |  0,30114633 | -0,45789053 | | -0,04876763 0,35871543
-0,14066031 | -0,07063773 | 0,17900681 | -0,08169290 | | -0,00600554 0,08419314
5. Durchgan
X4 F(x4) J1 ]2 3 J4
0,64128457 0,00000000 1,00000000 | 0,00000000 | 1,00000000 | 0,00000000
0,11196133 | | -0,01664802 2,51100801 | 7,00000000 | 4,48899199 | 7,00000000
0,35871543 | | -0,02276562 1,76805594 | 7,53302403 |  2,35118793 | 13,46697597
0,08419314 | | -0,01023053 0,00000000 | 8,84027970 | 0,00000000 | 11,75593965
Jt J1* F(xq) Xs
2,55994028 | -0,42224858 | -0,28261023 | 0,57516843 | | 0,00757912 0,63370545
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0,33092859 | 0,09492425| -0,32198311| 0,31232459 0,00255460 0,10940673
-1,55994028 | 0,42224858| 0,28261023 | -0,57516843 | | -0,00757912 0,36629455
-0,24885304 | -0,07138153| 0,24212618 | -0,14979974 | | -0,00279126 0,08698440
Zweite Dezimalstelle
6. Durchgan
X5 F(xs) J1 ]2 ]3 J4
0,63370545 0,00000000 1,00000000 | 0,00000000 | 1,00000000 | 0,00000000
0,10940673 -0,00040212 2,56406185 | 7,00000000 | 4,43593815 | 7,00000000
0,36629455 -0,00085088 1,82667240 | 7,69218555| 2,29754133 | 13,30781445
0,08698440 -0,00074873 0,00000000 | 9,13336200 | 0,00000000 | 11,48770665
]t J1* F(xs) X6
2,64851636 | -0,47488816 | -0,23587905| 0,56262333| | -0,00002959 0,63373504
036369172 | 0,07742027 | -0,30777389| 0,30936166 | | -0,00000088 0,10940761
-1,64851636 | 0,47488816| 0,23587905 | -0,56262333 0,00002959 0,36626496
-0,28915503 | -0,06155339 | 0,24469726 | -0,15891005 | | -0,00006447 0,08704887

Vier Dezimalstellen Genauigkeit, das geniigt. Die beriihmte quadratische Konvergenz stellt sich in
diesem Fall erst spater ein. Versuche mit anderen Startvektoren erbrachten iibrigens nur geringe
Verbesserungen.

Die Faktorisierung lautet daher

HP) =

1

1+P+3

3
7

P? +

1

£ P34 _—_p4
21P+ P

105

T (1+06337- P+0,1094-P2)- (1 + 0,3663 - P + 0,0870 - P2)

Um den Ausdruck auf -3 dB bei 2 = 1 zu normieren, gilt wiederum P = j, zusétzlich ersetzt man P
durch o P mit der Normierungskonstante a:

1

V2 (1406337 - +0,1094-j2-02) - (1 + 0,3663-j - o + 0,0870 -2 - o?)

1

V2=|(1+06337-j -a —0,1094-a2) - (1 + 0,3663j -0, —0,0870 - 62)|

VZ=1-(1+0,3663-j - —0,0870 - a2) + 0,6337 ) -a- (1 +0,3663 -j - o — 0,0870 - a2) — 0,1094 - a2 - (1 + 0,3663 - j - & — 0,0870 - &2)]|

VZ=|(1+0,3663j 0o —0,0870-a?) + (0,6337j -0 +0,6337j - 0,3663j <o —0,6337j - 0,0870 - a?) — (0,1094 - o® + 0,1094 - &* - 0,3663 - j - @ — 0,1094 - o® - 0,0870 - ?)
J J J J J J

V2=11403663j -a —0,0870 - a2 +0,6337 -j -+ 0,2321-j2 - a? — 0,05513 - j - o® — (0,1094 - a2 + 0,04007 - j - &3 — 0,009518 - a*)|

V2=]1403663-j -a —0,0870 - 0% + 0,6337 -j - o — 0,2321 - 0> —0,05513 - j - &® — 0,1094 - a2 — 0,04007 - j - o + 0,009518 - a*|

V2 = |(1-0,4285- o +0,009518 - a*) +j - (. — 0,0952 - o®)]

2 =(1- 0428502 + 0,009518 - a*)? + (0. — 0,0952 - &.3)?

Die numerische Berechnung? ergibt o = 2,1141

45 ehrlich gesagt ausprobieren
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Damit ergeben sich die Filterkoeffizienten fiir n = 4 zu

Zusammengefasst lauten die Filterkoeffizienten fiir Bessel - Filter bis zur 4. Ordnung:

n i aj

146 1 1,0000

2 1 1,3617

3 1 0,7560
2 0,9996

4 1 1,3397
2 0,7743

a, =0,6337-2,1141 =1,3397
b, = 0,1094-2,1141% = 0,4889
a, =0,3663-2,1141 = 0,7743
b, = 0,0870-2,1141% = 0,3890

b;

0,0000
0,6180
0,0000
0,4772
0,4889
0,3890

46 Die Klarung der Frage, ob ein Filter 1. Ordnung tiberhaupt ein Bessel - Filter sein kann, iiberlasse ich

den Philosophlnnen. Tietze - Schenk schreiben es so, das ist mir Autoritit genug.
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6.2.3. Die Ubertragungsfunktion des Bessel - Filters

Die mathematische Herleitung wurde bereits im Abschnitt liber das Butterworth - Filter
dargestellt. Daher an dieser Stelle nur mehr die Berechnung.

n=1
H(P) = !
"~ (14 a,P+bPD
H(P) = !
~ (1+1-P+0-P?
H(P) = —
T (1+P)
HP) = —
1+j9)
H(P) = 1 = 1 . pJr(—arctan(Q)) — 1 £(~ arctan(Q))
(12 + Q?) - oJ(arean(3)) (17 + 0% (12 + Q?)
n=2
H(P) = !
(14 a,P+bPD
H(P) = !
(14 1,3617-P 40,6180 - P?)
H@) = !
- (1+1,3617-jQ+0,6180 -2 Q%)
H(Q) = -
~ (1-0,6180-0%+1,3617-jQ)
1
H@) = ( . ( 1,3617-Q ))
J(@A=0,6180- 022 + (1,3617 - Q)2-¢’ \ " "\T-0,6180-0%)
1
H(Q) =

j-(arctan(il’%ﬂ'Q > ))
J1-1,236-02+0,3819-Q* + 1,8542- Q% - ¢ (1-0,6180-0%)

1
H(Q) - : 1,3617:Q
J140,6182-02 40,3819 - Q% - e"(a“tan(m»
. ) -Q
H(Q) = ! ef'(‘a“ta“(%))

\/1 +0,6182- Q2 +0,3819 - O*
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1
H) = ya (—arctan(
J1+0,6182-0%+0,3819 - Q4

1,3617 - Q ))
(1-0,6180- Q3%

An welcher Stelle ist die Phasenverschiebung -90°?

1,3617 - Q) )_ s

— t
arctan ((1 —0,6180 - 02)

( 1,3617 -Q ) ¢ (Tlf)
= — ) = o
(1-0,6180-0%)) "2

1-0,6180-Q*=0

0,6180-0%*=1

1
Q2 =1,618

~ 10,6180
Q=1,272
n=3
HP) = .
(14 a.P + b PH(1 + ayP + byP?)
1
H(P) = 2 2
(1+0,7560 - P + 0 - P2)(1 + 0,9996 - P + 0,4772 - P?)

HP) = -

~ (140,7560 - P)(1 + 0,9996 - P + 0,4772 - P?)
HO) = &

~ (140,7560 - Q)(1 +0,9996 - Q + 0,4772 - 2 Q?)
H(Q) = !
T (1+0,7560 - Q)(1 + 0,9996 - j Q — 0,4772 O2)

HQ) = !

T (1-1,23290%) 4 - (1,7556 Q — 0,3608 Q)
1

H() = ._(arctan( (1,7556 0-0,3608 93))>
J(@ =1,2329 0%)% + (1,7556 0 — 0,3608 Q%)% - ¢’ (1-1,232909)
1
H() = ..(arctan( (1,7556 00,3608 93)))
J1+0,616302 +0,2532 Q% +0,1302 Q5 - ¢’ (1-1232907)
. (1,7556 00,3608 Q°)
H(Q) = ! e]'(_arCtan( (1-1,232909) ))

J1+0,6163 02 +0,2532 Q4 + 0,1302 Q6
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1 (1,7556 Q — 0,3608 Q%)
H(2) = ¢ | —arctan 5
J1+0,6163 02 +0,2532 Q* + 0,1302 Q6 (1-1,2329 Q%)

n=4
H(P) = !
(14 a;P + b PH(1 + a,P + byP?)
1
H(P) = 2 2
(1+1,3397 - P + 0,4889 - PE)(1 + 0,7743 - P + 0,3890 - P?)
1
H('Q) = . 2 N2 . 2 2
(1+1,3397 -0 + 0,4889 - 2 Q%) (1 + 0,7743 -] Q + 0,3890 - 2 02)
1
H() = , 5 . 5
(1+1,3397-j 0 — 0,4889 - 0%)(1 + 0,7743 - j O — 0,3890 - Q%)
1
H(Q) = . 3
(1-191520Q2 +0,1912 Q*) +j(2,1140 Q — 0,8997 OQ°)
1
H(D) = ]._(arctan( (2,140 0-0,8997 0°) ))
J@A =1,9152 02 + 0,1912 Q%)% + (2,1140 @ — 0,8997 O5) - e (1-1,9152 07+0,1912 0)
1
H('Q) = . (2,1140 0-0,8997 Q%)
J1 40,6385 Q2 + 0,2445 O* + 0,0810 Q¢ + 0,0362 08 - ¢’ (erean(@istszarrot0t20m)
. (2,1140 0-0,8997 Q°)
HWQ) = 1 . e]'(_arCtan((1—1,9152 02+0,1912 Qﬂ))
\/1 + 0,6385 Q2 + 0,2445 Q* + 0,0810 Q° + 0,0362 Q8
H) 1 , ( . ( (2,1140 Q — 0,8997 03) >>
= —arctan
J1+0,6385 Q2 + 0,2445 Q% + 0,0810 Q6 + 0,0362 8 (1-191520% +0,1912.0%)
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6.2.4. Die Ubertragungsfunktionen graphisch dargestellt

Amplitude [dB]

Amplitude [dB]

Amplitude [dB]

Amplitude [dB]

Normierter Bessel Tiefpass n=1

0,10

Normierter Bessel Tiefpass n=2

0,10

Normierter Bessel Tiefpass n=3

0,10

-20

-60

Normierter Bessel Tiefpass n=4

0,10

1,00

1,00

1,00

1,00

10,00

10,00

10,00

10,00

Phase

Phase

Phase

Phase

Normierter Bessel Tiefpass n=1

0,01 0,10 1,00 10,00

Normierter Bessel Tiefpass n=2

0,01 0,10 1,00 10,00

Normierter Bessel Tiefpass n=3

0,01 0,10 1,00 10,00

Normierter Bessel Tiefpass n=4

0,01 0,10 1,00 10,00
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6.3. Polynomfilter
Das sind die Filtertypen

Butterworth

Tschebyscheff Typ 1

Tschebyscheff Typ 2 (inverses Tschebyscheff - Filter)
Cauer

YV VYV

Wir verwenden die Symbole
> Q Normierte Grenzfrequenz
> P=j-Q Normierte komplexe Grenzfrequenz
(oft auch nicht ganz korrekt als s bezeichnet)

Die mathematische Konstruktion der Polynomfilter
Schritt 1: Auswahl des der Ubertragungsfunktion zugrundeliegenden ,Polynomtyps*.
zugrundeliegender Polynomtyp Butterworth:

B(n) = x™
zugrundeliegender Polynomtyp Tschebyscheff Typ 1:

T;(x) = x

T,(x) = 2x*- 1
Th(x) =2-x-Tp1(x) = T2 (x)

zugrundeliegender Polynomtyp Tschebyscheff Typ 2:

1
n(3)
zugrundeliegender ,Polynomtyp“ Cauer:

R, (&, x)

«

Schritt 2: Auswahl der Ordnung des der Ubertragungsfunktion zugrundeliegenden ,Polynoms*.
Diese erfolgt tiber die gewiinschte Filtersteilheit. Entweder man bezieht sich auf die Steilheit
~weit weg“ von (), dann gilt das tibliche 20 - n dB/Dekade. Oder man bendétigt eine besondere
Steilheit ,in der Nahe“ von Q.

Schritt 3: Festlegung des konkreten der Ubertragungsfunktion zugrundeliegenden ,,Polynoms*“.

Beim Butterworth ist das trivial.
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Beim Tschebyscheff Typ 1 ist entweder die rekursive Berechnung zu verwenden oder man
schaut nach.

Beim Tschebyscheff Typ 2 ist das Polynom von Typ 1 zu verwenden, die Funktion wird lediglich
zwei Mal gespiegelt.

Beim Cauer ist nach Wahl des Diskrimierungsfaktors € die rationale Funktion gemaf3 Literatur
leicht zu berechnen, falls fiir die Ordnung n gilt

n=2%-3%aqundb € N,

Ansonsten muss Ra(§ | X) recht aufwandig liber die elliptischen Funktionen approximiert
werden.

Schritt 4: Aufstellen der (reellen) Ubertragungsfunktion beziiglich der Amplitude

1
HO = |

1
H(@) =J1+sz CTEQ)

Butterworth:

Tschebyscheff Typ 1:

Tschebyscheff Typ 2:

cr2 (L
O (ﬂ)l
1+¢2 - T7(5)

Cauer:

1
H() = J1 +e2 - RZ(E,0)

Schritt 5: Berechnung der komplexen Ubertragungsfunktion
Allgemein setzt man dazu
HW? = [HP)|? = |H([ - MI?

Fiir die praktische Berechnung vielleicht besser geeignet ist die Darstellung von H(P) in
Polarkoordinaten. Dann gilt

H@Q)=r(HP))=r(H(-2)
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Danach werden entweder
» Pol- und falls vorhanden Nullstellen bestimmt und daraus H(P) berechnet
Oder

> Die komplexe Ubertragungsfunktion H(P) durch Vergleich mit H(Q) berechnet.

Schritt 6: Berechnung der normierten Ubertragungsfunktion
Hierbei geht es darum, dass in obigen Berechnungen () aufier beim Butterworth - Filter nicht die

natiirliche Grenzfrequenz darstellt, bei der die Dampfung - 3dB betrdgt. Daher muss nun die
natiirliche Grenzfrequenz berechnet werden. Dazu verwendet man den Ansatz

1
|H ()| = N

Und ersetzt in den Gleichungen fiir H(P) das Q durch « - Q, wodurch sich neue Polynome
ergeben.

Damit ist die Berechnung der Filter beziiglich Q) abgeschlossen.
Schritt 7: Transformation nach Wahl
Hierbei wird nach Wahl die Tiefpass - Hochpass / Bandpass / Bandsperren - Transformation

ausgefihrt.

Schritt 8: Anpassung des abstrakten () auf eine konkrete Grenzfrequenz

Hierbei erfolgt die Anpassung des abstrakten Q auf eine konkrete Grenzfrequenz ws.

Schritt 9: Bestimmung von Schaltung und Bauteilewerten
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6.3.1. Butterworth - Filter AMPLITUDE

6.3.1.1. Grundlagen

Fiir das Butterworth - Filter soll g
der Amplituden - Frequenzgang im
Durchlassbereich moglichst lange E
horizontal verlaufen. Das sind also

die Frequenzen Q < 1. Das heifdt
aber, dass im Nennerpolynom ol
moglichst nur die hochsten
Potenzen von () stehen sollen, da
alle anderen grofiere Beitrage zum
Nenner liefern. Schliefdlich ndhert
sich Qn mit steigendem n immer
mehr 0 an. Also bleibt der
Nennerausdruck méglichst lange 1,
und das ist ja der Sinn des
Butterworth - Polynoms.

Die Graphik#? zeigt die
Eigenschaften des Butterworth -
Filters von 2. bis 10. Ordnung. -

Das Butterworth - Filter besitzt folgende Eigenschaften:

monotoner Amplitudengang sowohl im Durchlass- als auch im Sperrbereich

schnelles Abknicken bei der Grenzfrequenz, verbessert sich mit der Ordnung
betrichtliches Uberschwingen bei der Sprungantwort, verschlechtert sich mit der Ordnung
der Phasenverlauf besitzt eine kleine Nichtlinearitat

relativ frequenzabhangige Gruppenlaufzeit

grofder Realisierungsaufwand bei hoher Ordnung

YVVVVYVYYY




6.3.1.2. Berechnung

Die Berechnung der Filterkoeffizienten des Butterworth - Tiefpassfilters der Ordnung n beginnt
damit, dass aufder 1 und der héchsten Ordnung im Nennerpolynom keine Terme auftreten. Daher
werden Butterworth - Tiefpassfilter manchmal auch als Potenztiefpassfilter bezeichnet. Fiir die
Verstirkung 1 im Durchlassbereich lautet die Ubertragungsfunktion beziiglich der Amplitude
daher

|HD)I* =

1+02n

(Da wir hier mit dem Betrag rechnen, gibt’s kein j!) Das niitzt uns aber fiir’s erste nichts, wir
suchen ja die Filterkoeffizienten a; und bi. Die sollen schlieRlich die Ubertragungsfunktion
konkretisieren:

1
(14+a, P +by-P)-(1+ayP +by-P?)-..-(14+a, - P +b,: P?

H(P) =
Wir erinnern uns:

p=j.g=j.w_
9

Als erstes berechnen wir die Pole qx € C.48

Der Zusammenhang zwischen den Polen und den Filterkoeffizienten ist klar. Am Beispiel des
quadratischen Gliedes gilt

1 1 1
(1+a-P+b-P) (P—q) P—q) P —(q1+q) P+(q1-q2)

H(P) =

Da der Koeffizient des quadratischen Gliedes P? aufgrund der Butterworth - Bedingung gleich 1
sein muss, gilt

b=1
Der Koeffizientenvergleich liefert dazu
a= —(q1+92)
1=q1-q2
und da a und b im Endeffekt auf die Bauteilewerte von R, L. und C fithren
a,b € R*
Aus diesen beiden Gleichungen kénnen wir sofort folgende Schliisse ziehen:

1) Da sowohl die Summe von q: und g als auch ihr Produkt reell sind, miissen sie konjungiert
komplex sein.

48 Die Nomenklatur ist in der Literatur leider heterogen und oft unsauber.
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Beweis:
qg.=a+bj
g, =c+dj
g1 tq=(a+c)+jb+d)

Daher muss erstens

sein.
q1 - q, = (a + bj) - (¢ — bj) = ac + bcj — abj — b%j* = (ac + b?) + jb(c — a)

Daraus folgt
c=a

2) Die Realteile von g1 und g, miissen negativ sein, sonst kann die negative Summe nicht positiv
sein. Der Beweis ertibrigt sich wohl.

3) g1 und gz miissen auf dem komplexen Einheitskreis liegen.

Beweis:
q1-q2=(a+Dbj)-(a—bj)=a*+b*=1

Das ist aber der Radius bei der Umrechnung auf Polarkoordinaten.

4) Als letztes Kriterium fiir die Konstruktion benoétigen wir den Abstand der Pole voneinander.
Dazu greifen wir auf die Butterworth - Bedingung zuriick, jetzt einmal fiir n = 2:

1 1
H(P)|* = = 2
IH(P)] 1+02" [(1+4+a-P +b-P?

1+0*=|(P-q) (P—qp)|?
1+0* =102 - (q1+92)- G+ (q1-q2) I?
1+0=1(1-0%)—j()-(q:+q2) I?
1+0% = (1- 022+ (0% (q1 + q2)*
1+0%= (1-20%+ 0% + (2%, + 20°q19, + 0°q;%)
1+0%=1-20%+0%+ 0%q,* + 20%q1q, + 2%q,°
—20% + 0%q* + 20%q1q5 + 0%q,2 = 0
Frequenz 0 ist sinnlos
—2+ @+ 2019, + 2> = 0

Wir wissen aber, dass
g1 q2 =1

—2+4+q¢i+2+q,%=0
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1+ q,°=0
(a+b)*+(@a-bj)*=0
(a® +2bj — b*) + (a®* — 2bj — b*) = 0

a*=b?

Alle vier Losungen dieser Gleichung liegen dquidistant in der Mitte der vier Quadranten. Dies kann
man verallgemeinern, der Rechenaufwand ist aber erheblich, wir iiberlassen das den
MathematikerInnen.

Somit fassen wir die Regeln zuerst in freier Sprache zusammen.

§1
§2
§3

§4

§5

Alle Pole liegen auf dem komplexen Einheitskreis. |q|=1.
Alle Pole miissen auf der linken komplexen Halbebene liegen. (Re(q)<0).

Werden auch die ausgeschlossenen Pole der rechten komplexen Halbebene
mitberticksichtigt, liegen alle Pole dquidistant.

Der erste Filterblock eines Filters mit ungerader Ordnung hat linearen Nenner. Der
einzige Pol dieser Stufe ist -1. Sdmtliche anderen Filterblocke dieses Filters haben
gerade Ordnung.

Bei Filterblocken von gerader Ordnung (quadratisches Glied im Nenner) liegen alle
komplexen Pole (Im(q) #0) als konjungiert komplexe Paare vor. Diese konjungiert
komplexen Pole des jeweiligen Filterblocks werden paarweise zu den quadratischen
Filterkoeffizienten zusammengefasst.

Die mathematische Formalisierung dieser Regeln sieht beispielsweise so aus. Bezugspunkt ist
dazu die Stelle (-1,0). Die Pole miissen dquidistant angeordnet sein, deren Abstand zueinander ist
daher t/n (2 Pole pro Halbkreis). Fiir die geraden Ordnungen geht's dann zuerst im Abstand t/2n
los, fiir die ungeraden sofort mit t/n, da -1 ja schon Pol ist. Mathematisch ausgedrtickt also:

Ordnung des Filters n gerade:

n
firkeNk<—-

1i(1+2(k—1))> "

=1z .
Ak, + T < m

Ordnung des Filters n ungerade (da die Teilungen von der reellen Achse ausgehen, ist der
Ausdruck einfacher):

qo=-—1

NS

k
Qe+ =12 (n-(lia)> furk e Nk <
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Jetzt probieren wir die Pole einmal konkret zu rechnen:

n=1
qo =—1
n=2
(1+2(1-1) 1 3w V2 V2 fri
= . —_ = . —_— = —_ - — — = 4
G1-=124|m (1 o™ > 1A<7T (1 4)) 1« 2 > + > e
(1+2(1-1) 1 5w V2 V2, fr
= ya . -_— = ya . — = Ll —= —— — —] = 4
Q1+ =1 T <1+ on > 1 <T[ (1+4)> 1 2 > 2] e
n=3
qo = —1
1 21 1 V3 2n
= —_— = = I R 3
T~ 14(” (1 3)) 123 2Tl
1 4 1 V3 am
= - = e j = ]3
g1+ 14(71 (1+3)> 1 3 > 2] e
n=4
14+2(1-1 1 7 n
G-=12 7'[-(1 ( ( D) =14<n: (1—§)>=1L—=e]?
1+2(1-1 1 o or
Gr+=12|m- <1+( ( ))> =1L<n-(1+§)>=14—=e]?
1+2(2-1 3 5 5m
qZ,—=1L 7T<1 ( ( ))> =1L<7T<1—§)>=1L—7T= 618
1+2(2-1 3 11 A11im
or =1z |m- ( ( )) 1+—) —1s—L— ¢is
’ 8 8
n=>5

4T
4 j

3 .31

1 61 ;o
CI1,+=1A<7T-(1+§)>=14? = e’
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5
n==6
_1, - (1+2(1—1)) _1, 1 1> _ g, Um_ un
e —e\"U )T T
_1, (1+2(1—1)) 1+1> _y, Br_
el TUTR))T e T

G =1z <1_(1+2(2—1))
g =

G2+ =12 7T'<

qs- =

(1+2(2—1))> 3) _141571 15
12 n-<1 (1+2(3_1))> ( 1—%

=1z 1+(1+2(3_1)) =1z <1+5) =1¢ L7m jlle
A+ = T 2n = 12 EV

Jetzt reicht’s aber! Damit haben wir die Pole der ersten sechs Ordnungen bestimmt. Aber wir
brauchen eigentlich nicht die Pole, sondern die Koeffizienten. (Eigentlich brauchen wir die
Bauteilewerte, aber die kommen dann spater...)

n=1
qo=-1

Das ist leicht:
1 1

P—q, 1+P

H(P) =

Und schon haben wir die Koeffizientena; =1 und b; =0

n=2
H(P) = ! - !
(P-q. ) (P-q,) (@+a;-P +by-P?
H(P) = !
(P — ej%Tn) . (P — ej¥)
1
H(P) =

3m 5w
PZ—(ef4 +e14)P+ 1

Die Berechnung der Sinuswerte kdnnen wir uns sparen, die miissen sich schliefdlich aufheben.
(Warum wohl?)
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1

HP) = 5 - Co707—0700P + 1
H(P) = :
(P) = P2—(—V2)P+ 1
)= e et 1

Und schon haben wir die Koeffizienten a; = V2 und by = 1.

n=3
qGo=-1
Erste Stufe:a;=1undb; =0
1
H(P) = 2T 4T
(P - eJT) . (P - eJT)
1
H(P) = 2T 41 2T 41
P — (e’T + e’T) P+ el3:el3
1
H(P) =

P2 —(=0,5—-0,5)P + 1

)= prpr1

Zweite Stufe:az =1undb; =1

Abjetzt machen wir es uns einfacher: Dass das konstante Glied immer 1 sein muss, sollte Klar sein:
Schliefdlich ergdnzen sich die beiden konjugierten Winkel auf einen Vollkreis. Und die beiden
Teilkoeffizienten des linearen Gliedes miissen gleich sein, da sie gleichen Realteil haben.

n=4
H(P) = !
Py = P? —2(—0,924)P + 1
1
H(P) =

P2+4+1,848P+ 1

Erste Stufe:a; = 1,848 undb; =1

1
H(P) =
)= pzz 2(—0,3827)P + 1
1
H(P) =

P?2+0,765P + 1

Zweite Stufe: a; = 0,765und b; =1
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qo =—1

=12 (1 1) _1 M
1= T 5))7 5 T ¢

1 61 ;6T

=1z (1 2) —143”— g
1@2-= i 5))7 5 T °

71T 7T

el

)

N

+

Il

=y

N
/-~

S
N

=y

+
(20 ]
N—
N~

Il

=y

N
ol

Il

e  (eos ) p+ 1

Dritte Stufe: a3 = 0,618 und bz =1

n==6
(1+2(1-1)) 1 g a1
— . - 7 = —_— = _— = 12
G1-=124|m <1 o > 12 <TL’ (1 12)) 1 v e
_1y 1_l_(1+2(1—1)) _1y (1+1) B 131 A2
D+ = & 2n - & 12))" 12 7 ¢
H(P) =

P?—2 (cos (113—;))P + 1

Erste Stufe:a; =1,9319und b; =1

q,- =1z n.<1_w> =14<n-<1_i)>=149_”= e]fi_;r

2n 12 12
=1« 1+(1+2(2_1)) =1« <1+3) _141571_ flf_zn
924 = " 2n - T 12))7 12 "¢
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H(P) =

P2 (cos (2—’21))13 +1

Zweite Stufe: a; = 1,4142und b, =1

G- =1z ﬂ.<1_w> =1A<ﬂ,(1_3))=147_n= o

2n 12 12
=1z 1+(1+2(3_1)) =1z <1+5) —1417ﬂ— 1117_271
B 2n -\ 2= 12 T ¢
H(P) =

P?—-2 (cos G—g))P +1

Dritte Stufe: a3 = 0,5176 und bs; =1

Beim Butterworth - Filter ist ausnahmsweise keine Korrektur der normierten Grenzfrequenz
erforderlich. Beweis:

1 1

O e v
1+Q%" =2
Q" =1
12" =1

Was offensichtlich fiir alle n € N erfiillt ist.

Damit haben wir die Koeffizienten der ersten sechs Ordnungen bestimmt.
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6.3.1.3. Die direkte Bestimmung der Polstellen aus dem Nennerpolynom

Die Polstellen lassen sich auch aus dem Nennerpolynom direkt berechnen. Wir probieren das
testweise flir das Butterworth - Polynom dritten Grades.

— — =1+05
|H(@)I?

Das muss der Radius des allgemeinen Polynoms sein:

3

c, P™
0

= |C0PO+C1P1 +C2P2 +C3P3| = ICO +C1(j.(2)+C2(j.Q)2 +C3(j.(2)3|

n=

lco+j ci-Q—cy 0% —c5-j-0°
[(co—ca 22) +j - (1 -2 —c3-02%)
Intuitiv klar ist, dass co = 1 und c3 = 1 sein miissen.
11+ cG D)+ (D% + G 2)°]
[14c -j-0—cy-0%—j 03

1—c;- 0% +j-(c;- 0203

\/(1—c2-!22)2+(cl-!2—!23)2
Koeffizientenvergleich
1405=(1—c, 022+ (¢ - 2 — 23)?
140=1-2¢;- 0>+, Q* + ¢, 0*=2-¢;- 0* + 0°
=2 2+ PP+t 0 =2¢,- 0 =0
N2 (c12=2- )+ 0% (c2—=2-¢1)=0
¢12—=2:¢,=0

C22_2'C1=0

C22_2'C1=0

Da nur positive Koeffizienten elektrotechnisch sinnvoll sind

ot )

—_ = . C
4 1
C14=8'C1
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War doch nicht so schwierig.

Das Butterworth - Polynom 3. Ordnung in Faktorenschreibweise lautet daher
142-P+2-P>+p3

Die Polstellen des Filterausdrucks sind logischerweise die Nullstellen des Polynoms. Wir suchen
also die komplexen Losungen der Gleichung

1+2-z+2-22+2z3=0
Wir vermuten die erste Losung an einem ganzzahligen Teiler des konstanten Gliedes, da der
Koeffizient des hochsten Gliedes 1 ist. Da +1 offenkundig keine Losung sein kann, vermuten wir
-1.
1+2-(-D+2-(-D?*+(-1D%*=0
1-242-1=0
Gut geraten. Damit kdnnen wir abdividieren
14+2-z+2-22+2%(1+2) =1
z+2-2242%(1+2)=1+z
z224+ 23 (1+2)=1+2z+ z?
Somit ergibt sich die Darstellung

1
P+1D(P*+P+1)

H(P) =

Eine miihsame Angelegenheit!

Hinweis: Sollte man keine Ahnung haben, wo die Nullstellen liegen, kann man auch das Newton -
Verfahren unveriandert wie im Reellen anwenden, da Polynome ganze Funktionen sind. Die
Berechnung ist allerdings unter Umstianden zah. Eigene Versuche zeigten, dass bereits bei obigem
sehr einfachem Ausdruck bis zu sieben Iterationen nétig sind, um auch nur die ersten vier
Nachkommastellen korrekt zu finden.
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6.3.1.4. Die Ubertragungsfunktion des Butterworth - Filters

Zur Bestimmung der komplexen Ubertragungsfunktion des Butterworth - Filters verwenden wir
die bekannte allgemeine Funktion der Tiefpassfilter n - ter Ordnung

My - — 1
B §=OCUP”_ n

Hl[i]l(l + a;P + b;P?)

Die Koeffizienten a; und b; haben wir bereits berechnet, die hoheren sind tabelliert.

Die Variable P = j Q wird in der Literatur auch allgemein als s bezeichnet, wobei man o = 0 setzt
und statt der normierten Frequenz Q die Kreisfrequenz w setzt. Fiir das Ergebnis ist das
unerheblich. Konkret

n=1

1
L,(1+ aP+b;P?

H(P) =

1

H(P) =
(P) (1+a,P + b P?

1

HP) = G351 p 1079

1
(1+P)

H(P) =

1 1 . 1
H(P) = = cef(arctan(Q) — /(- arctan(Q))

JT T - rean(s) 7 +0) JaE+ 05

1
L1+ a;P+ b;P?)

H(P) =

1

H(P) =
®) (1+ a,P + by P?)

1

H(P) =
(P) (1+1,4142-P+1-P?

1

H) =
@ (1+1,4142-jQ+j20)

1
(1-0Q%*+1,4142-jQ)

H(Q) =

185



1

H(@Q) =
Ja—avr+ zay oGl
H(@Q) = !
Tozarerre. o ()
H@) = - _ b leraan(va )

T (i) VTR

HQ) = — 4< ¢ (\/E & ))
IR N S CET D
HP) = -

T [12,(1 + a;P + b;P?)

H(P) = !

(14 a;P + b PH(1 + a,P + byP?)

H(P) = !
~ (1+1-P+0-PH)(1+1-P+1-P?
H(P) = -

- (1+P)(1+P+P?
H) = !
T A+HiOA+ja+i20?)
H() = -
S A+j0a+ja- 02

@) = -

S A-0+Hji0)+j01- 02 +jQ)

HW) = !

S (A-02+i0+ G- +j20Y)

H(O) = -

T 1-02+j0+j0-j0i- 02
@) = -
S 1-202+42j0-jQ°
1
H) =

1-209)+j-20- 0
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1

H(2) = —
JA—207+2a- 097-¢ (aretan($£2735)
H() = - __
V1—402+40% +402—40% + Q6- o (rrean(2209)
_ 1 _ 1 ] j-(— arctan( EZE).—S;))))
H(Q) m . ej.(arCtan(g—QT_QQ;)))) \' 1 + QG ¢ o

1 2a- 0%
H(2) = —_1 — ya <—arctan <—(1 20 ))

n=4
HP) = -
T [12,(1 + a;P + b;P?)
H(P) = !
(14 a;P + b PH(1 + a,P + byP?)

HP) = -

T (1+1,8478-P+1-P?)(1+0,7654-P + 1- P?)
HP) = -

" (1+1,8478-P + P?)(1 + 0,7654 - P + P?)

HQ) = :

T (1418478042 0H)(1+0,7654-j 0+ 2 Q2
H() = :

T (1+1,8478-jQ—02)(1+0,7654-jQ — Q2)
H(Q) = !
T 1(140,7654-jQ — Q2) + 1,8478 - j Q(1 + 0,7654 - j Q@ — Q%) — Q2(1 + 0,7654 - j Q — Q%)
1
H@) = (1+0,7654-j0—0%) + (1,8478-jQ + 1,8478 - Q- 0,7654 - Q — 1,8478 -j - 0%) — (0% + 0,7654 - j QQ2 — Q20?)
H(Q) = !
T 1+0,7654-j0—02+(1,8478-)Q — 1,4143 02 — 1,8478 -j Q%) — (Q% + 0,7654 - ] Q% — 0%)
H(Q) = !
T 1+ 0,7654 -jQ — 0%+ 11,8478 - jQ—1,4143 0% —1,8478 - j 02 —-0%2-0,7654 - j Q3+ 04

1

H(2) = 5 . 3

1-341430%7+ 0% +26132-jQ—2,6132-jQ
1
H@©) =

(1-3,4143 Q% + Q%) +j(2,6132 0 — 2,6132 Q3)
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1

H) =

. _ j-(arctan( (2,6132 Q—2,62132 ?3)))
J(1-3,414302 + %)% + (2,6132 0 —2,61320%)% - e (1-3,4143 Q2+0Q%)

HWQ) = 1 49

]._(aman( (2,6}32 0—2,6132‘?3)))
\/(1 —6,8286 02 + 13,6574 0* — 6,8286 Q6 + 08) + (6,8286 1° — 13,6574 O* 46,8286 0%) - e (1-34143 07+0%)

. (2,6132 0-2,6132 Q°)
HQ) = ;.er(_arcmn( (1-3,4143 Q2+0%) ))
V1+ 08
H() = 1 , " (2,6132Q—2,6132 Q3)
T Vizoe o\ Ta—3414302 1 09

49 Hier mussten hintere Dezimalstellen angepasst werden.
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6.3.1.5. Die Ubertragungsfunktionen graphisch dargestellt

Amplitude [dB]

Amplitude (dB]

Amplitude (dB]

Amplitude (dB]

-20

-25

Butterworth Tiefpass n=1

0,10 1,00

Butterworth Tiefpass n=2

0,10 1,00

-35

-40

-45

Butterworth Tiefpass n=3

0,10 1,00

Butterworth Tiefpass n=4

0,10 1,00

e
o
S

10,00

10,00

10,00

Phase

- -
8 8 8 8 8 & 8 B8

Phase

Phase

Phase

Butterworth Tiefpass n=1

Butterworth Tiefpass n=2

0,01 0,10 1,00 10,00

Butterworth Tiefpass n=3

5,00
Butterworth Tiefpass n=4
0,01 0,10 1,00 10,00
0,00
-1,00
2,00
3,00
4,00
-5,00
6,00
7.00
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6.3.2. Tschebyscheff - Filter

6.3.2.1. Grundlagen

Tschebyscheff - Filter sind
kontinuierliche Frequenzfilter,
die auf ein moglichst scharfes
Abknicken des Frequenzgangs
bei der Grenzfrequenz w,
ausgelegt sind. Dafiir verlauft die
Verstirkung im
Durchlassbereich oder im

Sperrbereich nicht monoton,
sondern besitzt eine
festzulegende Welligkeit

(Ripple).s¢  Innerhalb  einer
Ordnung ist der Abfall umso
steiler, je grofler die zugelassene
Welligkeit ist. Sie sind benannt
nach Pafnuti Lwowitsch
Tschebyschow (1821 - 1894,
frither transkribiert als
Tschebyscheff).

Tschebyscheff -  Filter mit
ungerader Ordnung haben im
Durchlassbereich eine Dampfung

zwischen 0 dB und dem
Welligkeitswert.

Tschebyscheff -  Filter mit
gerader Ordnung haben im
Durchlassbereich eine
Verstarkung zwischen 0 dB und
dem Welligkeitswert.5!

Die Anzahl der Extremwerte der
Welligkeit inklusive Nullstelle (1),
also 0 < Q < +1 ist gleich der
Ordnung des Filters.52

AMPLITUDE

g L1
NG N D
- N \
L R N e {
AN i L
\ \ S . O ~
W\ '\ \ \
W\ -\ \
-0 \\ \* \ > \\
01 02 o4 s 11 20 0 (TR
FREQUENCY (Wz)
GROUP DELAY
15 so 1
°
g 50
; ;
g /y}
———— 3
<38 o = --—’/-—K_._. 1
01 02 04 08 11 20 o4 04 11 ) 0
FREQUENCY (Hz) FREQUENCY (Hz)
. IMPULSE RESPONSE . STEP RESPONSE

2 : A s ° 1 2 3 “ s
TIME (3) TIME (3)

Figure 8.20: 1 dB Chebyshev Response

T™Die Graphiken zeigen die Eigenschaften der
Tschebyscheff - Tiefpassfilter mit 1dB Welligkeit von

2.bis 10. Ordnung.
4. Ordnung mit 3 dB

os Welligkeit bei linearer

ot Skalierung.

0.0 02 04 06 08 10

< Ubertragungsfunktion
eines Tschebyscheff - Filters

50 Aus https://de.wikipedia.org/wiki/Tschebyscheff-Filter, letzter Zugriff 04.10.2021.

51 Die Realisierung von passiven Tschebyscheff Filtern mit gerader Ordnung ist technisch problematisch.
Aufgrund der Verstiarkungswirkung im Durchlassband ist eine minimale Dampfung und damit ein sehr
geringer Widerstandswert erforderlich. Dies bedingt eine Quelle mit sehr geringem Innenwiderstand.
Anders formuliert muss die Ansteuerschaltung in ihren Eigenschaften nahe an einer idealen
Spannungsquelle sein. So wurde ein Tschebyscheff Tiefpassfilter mit einer Welligkeit von 3 dB mit den
Bauteilewerten L =10 mH, C=1 pFund R = 76,7 Q, f; = 2211 Hz, aufgebaut. Fiir die einwandfreie
Funktion war aber eine Impedanz der Quelle von 1Q) notwendig! Natiirlich muss auch die Induktivitat von
hoher Qualitit sein und minimale Verlustwiderstinde aufweisen, was gerade im NF - Bereich schwierig

zu realisieren ist!

52 Manche Publikationen beschreiben diesen Sachverhalt alternativ als ,Anzahl der Wellen im
Durchlassband®, was allerdings wenig intuitiv fiir den Frequenzbereich -1 < Q < +1 gilt.
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Es wird zwischen Tschebyscheff - Filtern vom Typ I und vom Typ Il unterschieden. Tschebyscheff
- Filter vom Typ I besitzen im Durchlassbereich einen oszillierenden Verlauf der
Ubertragungsfunktion. Tschebyscheff - Filter vom Typ II besitzen die Welligkeit der
Ubertragungsfunktion im Sperrbereich und werden in der Fachliteratur auch als inverse
Tschebyscheff - Filter bezeichnet. Nachteilig an den an sich wiinschenswerten inversen
Tschebyscheff - Filtern ist, dass sie nicht mit passiven Bauteilen realisiert werden kénnen.

6.3.2.2. Berechnung

Ausgangspunkt der Berechnung der Tschebyscheff - Filter vom Typ I sind die gleichnamigen
Polynome, die allgemein dargestellt

cos(n -arccos(x)) fir0 <x <1
cosh(n -arecosh(x)) fiurx > 1

T() = {

lauten.s3 Fiir den Bereich 0 < x < 1 besitzen die Tschebyscheff - Polynome T, die gewlinschten
Eigenschaften. Fiir x > 1 wachsen sie monoton.

Flir n = 1 ist die Auswertung trivial.

Fiir n >1 nutzt man die Terme von Vielfachen eines Winkels>54

n=2
cos(2a) = 2 cos?(a) — 1

Substitution

a = arccos(x)
Daher

cos(2 arccos(x)) = 2 cos?(arccos(x)) —1=2x*—1
n=3
cos(3a) = 4 cos3(a) — 3 cos(a)

Substitution

a = arccos(x)
Daher

cos(3 arccos(x)) = 4 cos3(arccos(x)) — 3 cos(arccos(x))

cos(3arccos(x)) = 4 x> — 3x

53 Hierzu gibt es keine Herleitung, diese sind aus dem Genie Tschebyscheffs entstanden.
54 Bartsch, 23. Auflage, S. 377f. Der Trick mit der Substitution stammt aus https://www.math-only-
math.com/3-arccos-x.html , letzter Zugriff 05.10.2021.
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Die Berechnung der héheren Polynome gelingt rekursivss
Th(x) =2-x-Tp1(x) = T2 (x)
Fiir die Bedingung x > 1 stimmt die Berechnung in gleicher Weise.5¢

Zusammengefasst lauten die erste vier Tschebyscheff - Polynomes? daher

n=1 Ti(x) =x

n=2 Ta(x) = 2x* -1
n=3 Ts(x) = 4x° - 3x
n=+4 Ta(x) = 8x4 - 8x*+1

Um mit Hilfe der Tschebyscheff - Polynome ein Tiefpassfilter herzustellen, setzt man allgemein
k- Ay?
|A]2 = —02
1+¢&2 - TZ(P)

Dabei wird k so gewihlt, dass fiir P =0 |A|* = A¢? wird. Technisch iiblich wird Ay = 1 gewihlt. Da
die Tschebyscheff - Polynome mit ungerader Ordnung an der Stelle 0 den Wert 0 annehmen und
die Tschebyscheff - Polynome mit gerader Ordnung an der Stelle 0 den Wert 1 annehmen, ergibt
sich k zu

K = {1 fur Ton-—q
T 1+ €% firTy,

In der Praxis sind die Korrekturfaktoren fiir die Filter mit gerader Ordnung allerdings dermafsen
gering, dass sie oft vernachlassigt werden. Der Ausdruck vereinfacht sich damit zu

A= —————
4l 1+ 2 - T2(P)

Die genaue Formulierung ist in der Literatur ein wenig unterschiedlich. Ganz korrekt ist wohl

1 1
J1+gz 12 (2) Ji+e T Q)

Gn(w) = |Hp(s)| = |Hp(jw)| =

Wobei Gn(o) die Amplitudenfunktion des Filters n - ter Ordnung an der Stelle o ist und Hn(s) =
Hu(jo) die entsprechende komplexe Ubertragungsfunktion. Q ist die normierte Kreisfrequenz
®/o.

Die nichste Frage ist die Formulierung des Argumentes: ) = ®/wo oder P =j - ®/wo oder? Diese
Frage wird in der Literatur praxisnah, aber nicht durchgangig gelost: Zur Berechnung aller mit
der Amplitudenfunktion zusammenhadngenden Werte wird iiblicherweise das reelle () verwendet,
fiir die ,echte“ komplexe Ubertragungsfunktion das Argument s = j - ®/wo. Man findet auch die

55 Aus https: //www.eit.hs-karlsruhe.de /mesysto /teil-a-zeitkontinuierliche-signale-und-
systeme/grundlagen-des-filterentwurfs/standardisierte-entwurfsverfahren-fuer-tiefpass-
filter/tschebyscheff-filter.html?type=1, letzter Zugriff 14.10.2021.

56 Bartsch, 23. Auflage, S. 397.

57 Weitere explizit ausgerechnete Tschebyscheff - Polynome findet man beispielsweise auf
https://en.wikipedia.org/wiki/Chebyshev polynomials#First kind , letzter Zugriff 05.11.2021.
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Ausdriicke auf o = 1 normiert, sodass dann s = j - ® geschrieben wird. Wenn P verwendet wird,
genau schauen, da ist die Bedeutung nicht durchgangig, man sieht leider auch P = o /wo.

€ ist ein Maf? fiir die Welligkeit:

Amax

Welligkeitswert [ ] =1+¢

Amin
Welligkeitswert [dB] = 20 - log (\/ 1+ 82) =10 -log(1 + €%)

Wir erinnern uns, dass im Durchlassband bei Tschebyscheff - Filtern gerader Ordnung
Verstarkung und bei ungerader Ordnung Dampfung auftritt:

Bei Tschebyscheff - Filtern gerader Ordnung gilt daher

Apax = A 1+ €2 und Ay = Ay

Wahrend bei Tschebyscheff - Filtern ungerader Ordnung:

Apin =Ag V1 + 2 und Apay = Ay

Typische Werte von € sind

Welligkeitswert [dB] Welligkeitswert [A/Ao] €

3 1,413 0,998
1 1,122 0,509
0,5 1,059 0,349
0,1 1,012 0,153

6.3.3.3. Pole des normierten Tschebyscheff - Tiefpassfilters

Zur Bestimmung der auf Q = 1 normierten Tschebyscheff — Koeffizienten gibt es grundsatzlich
zwei verschiedene Wege. Weg 1 beruht auf dem Vergleich der gewiinschten komplexen
Verstarkung mit den Filter - Koeffizienten. Weg 2 beruht darauf, dass man die Pole der
Ubertragungsfunktion explizit aus denen der Butterworth - Filter berechnen kann, wenn man den
Einheitskreis, auf dem die Pole beim Butterworth - Filter liegen, zu einer Ellipse verzerrt.

Weg 1: Ausgangspunkts8 ist die Ubertragungsfunktion

1

HO) = T TZ(Q)

im Laplace - Raum mit s =j - £ (das Einschwingverhalten vernachldssigen wir an dieser Stelle)

1

H(s)* = —
1+& - T (7)

58 Diese Herleitung ist weitgehend aus http://www.dfcgen.de/wpapers/std8ilter/stdfilterse9.html
entnommen. Letzter Zugriff 14.10.2021.
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An den Polstellen muss der Nenner verschwinden, daher

S
1+ - T,%(—,):O

J
Elementarumformung
s
82 Tr% (]—) =-1
s
()=-2
S J
T,|-)=% =
" (]) e
Gemaf3 Ansatz gilt aber
s s
Ty (—) = cos (n - arccos (—))
J J
Zusammengefasst
T (3) =+
n ] - X <
Da definitionsgemafs gilt
s=o0+jw

miissen wir davon ausgehen, dass arccos(s/j) eine komplexe Grofe ist. Um nicht den Uberblick
zu verlieren, substituieren wir

s
z=u+jv=Re(z) + j-Im(z) = arccos <J_)

und notieren zusammengefasst als komplexe Gleichung:
cosm-u+j-n-v) =i£
Ein Additionstheorem lautet>?
cos(a + B) = cos(a) - cos(B) —sin(a) - sin(B)
Des Weiteren®0
cos(jx) = cosh(x)
und

sin(jx) = j - sinh(x)

59 Bartsch, 23. Auflage, S. 377.
60 Bartsch, 23. Auflage, S. 381.
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Daher sind die Gleichungen

cosm-u+j-n-v)= cos(n-u)-cos(j-n-v)—sin(n-u)-sin(j-n-v)=i]E

und

cos(n-u)-cosh(n-v)—j - sin(n-u)-sinh(n-v) =+ Jg

dquivalent und wir konnen die Nullstellenbedingung in Real- und Imaginérteil separieren:

cos(n-u)-cosh(n-v)=0

und

—sin(n-u)-sinh(n-v) = +

M| =

Die Cosinus hyperbolicus Funktion hat keine Nullstellen, daher reduziert sich die Bedingung fiir
den Realteil auf

cos(n-u)=0
Dies gilt fiir alle
I
n-u=k-7r—§ furkeZ
Einsetzen in die Bedingung fiir den Imaginarteil fithrt zu
—sin(k-n—z)-sinh(n-v) =+ 1
2 T e

Wegen

folgt

tsinh(n-v) = +

M| =

1
n-v = aresinh (;)

1 ) 1
v = —-aresinh (—)
n €
Fiir jede gegebene Filterordnung n und gegebene Welligkeit € ist das eine Konstante!
Mit diesen Ergebnissen kehren wir zur Substitution

S
cos(z) ==
J

zurlick und wenden (wieder) das komplexe Additionstheorem
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cos(u +j-v) = cos(u) - cosh(v) —j - sin(u) - sinh(v)
an.
s=j-cos(z)=j-cos(u+j-v)= j-cos(u)-cosh(v) +sin(u) - sinh(v)

Einsetzen von u und v ergibt fiir die Polstellen der Funktion H(s), getrennt fiir Real- und
Imaginarteil:

Re(s) = sin(u) - sinh(v) = — sin <<2k2_ 1) . (g)) - sinh <% aresinh <%)>
Im(s) = cos(u) - cosh(v) = cos ((Zkz_ 1) . (g)) * cosh <% aresinh <%)>

Jeweilsfiir1 <k <n

Die Notation dieser Formel variiert je nach Publikation. Hier wird ein Minus vor dem Realteil
zusammen mit k maximal n verwendet. Auf das endgiiltige Ergebnis hat das keinen Einfluss, da
aus Stabilitatsgriinden nur die Werte mit negativem Realteil verwendet werden kénnen. Wir
erinnern uns: Pole mit positivem Realanteil bedeuten steigende Amplitude, das System schwingt
auf! In anderen Publikationen fehlt das Minus, dafiir wird k mit maximal 2n gewahlt. Dadurch
erhalt man auch die Pole der positiven reellen Halbebene.

Interpretiert man P(s) geometrisch, dann ist zu bemerken, dass alle Pole auf einer Ellipse mit den
Halbachsen

1 1 1 1
Re(P) = sinh <— - aresinh (—)) und Im(P) = cosh <— - aresinh (—))
n € n €

liegen.6! Je kleiner der Wert der kleinen Halbachse, desto grofier die Welligkeit und damit die
Flankensteilheit.

o TN ) L,
Pole A Pole " ‘ Pole .
von g".'.' \'o,' von o ‘Q.___. von © °
Hx(P) Hy(P) I H®P) o o I
" |/ Re® | S R
¢ 0.0 o1

Die weiteren Rechenschritte sind zwar theoretisch formelmafiig darstellbar, die Ergebnisse sind
aber ,langlich“ und daher sehr uniibersichtlich. Daher ist es iiblich, die folgenden Schritte
numerisch auszufiihren. In der Praxis entfillt dies sowieso, da samtliche relevanten Ergebnisse
bekannt und tabelliert sind.

61 Grafik aus dem Skriptum ,Nachrichteniibertragungstechnik” der Fachhochschule Augsburg, Prof. Dr. C.
Clemen, letzter Zugriff 17.12.2020.
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Schritt 2: Zusammenfassung der Pole zu Gliedern ersten und zweiten Grades. Das lineare Glied
tritt nur bei Filtern mit ungerader Ordnung auf, da hier eine Polstelle reell ist.
Vereinbarungsgemaf ist das lineare Glied immer die erste Filterstufe. Die anderen Pole treten als
konjungiert komplexe Funktionswerte auf, die dann zu quadratischen Gliedern zusammengefasst
werden:

1

1
B =5y a+ar P

1 1
(P—spi_) (P—spps) c-(1+ay- P +by - P?)

H(P) =

Die Auswertung des Produktes gelingt mit folgender Rechenregel leichter:
(P—2)-(P—2)=P>+P-2-Re(z) + Re(2)* + Im(2)?

Bei den quadratischen Gliedern ist zu beachten, dass die Pole auf einer Ellipse und nicht auf dem
Einheitskreis liegen. Daher tritt die zusatzliche Grofe ¢ auf, um den quadratischen Ausdruck auf
1 im konstanten Glied zu normieren. Diese Verstarkungsgrofde ¢ kann einfach weggelassen
werden, da die Verstarkung fiir P = 0 immer 1 ist.

Schritt 3: Per Definition liegt die Grenzfrequenz von Tschebyscheff - Filtern bei der Frequenz, an
der die Welligkeit das erste Mal unterschritten wird. Anders formuliert bei der Frequenz, bei der
die Verstarkung das letzte Mal Amin annimmt. Um wie beim Bessel - Filter den Ausdruck auf -3dB
bei 3 = 1 zu normieren, setzt man P = j. Fiir die Umrechnung der Filterkoeffizienten a;" bzw. b;’
auf a; bzw. b; gelten die Formeln

Die Normierungskonstante a muss aus der Bestimmungsgleichung berechnet werden

1
|H(2 = 1) =7

Damit ist die Berechnung der Filterkoeffizienten abgeschlossen. Beziiglich der Zahlenwerte wird
wegen der Vielfalt an Welligkeiten auf die Literatur verwiesen.62

Tietze - Schenk gibt alternativ folgenden Kalkiil zur direkten Berechnung der Filter -
Koeffizienten an:

Bringt man die Ubertragungsfunktion in die Form

Ao
Hl(l +CliP+ biPZ)

A(P) =

berechnet man fiir die Koeffizienten a; und b; beispielsweise wie folgt:

Ordnung n des Filters gerade:

QRi—Dm

a;” = 2 b;” sinh(y) cos o

62 7.B. Tietze - Schenk, 5. Auflage, S.284ff.
197



1

2 _ 2 (21, - 1)77,-
cosh?(y) — cos B

Ordnung n des Filters ungerade:
1
N = sinh(y)
bll = 0

, . (i—Dm
a;" = 2 b;"sinh(y) cos ——

1

(i—Dm
n

cosh?(y) — cos?

mit
y = - aresin -

Diese Koeffizienten sind so gewdhlt, dass die Grenzfrequenz wg auf die letzte Frequenz normiert
ist, an der die gewahlte Verstarkung das letzte Mal angenommen wird.

Zur Veranschaulichung wird nun die Berechnung fiir die beiden Spezialfille n = 2 und 3 bei
Welligkeit 1 dB (e = 0,5088) gezeigt:
Schritt 1: Berechnung der Pole

n=2, k=1

Re(s) = —si (2_1) (5)) - sinh ! 'h( ! ) = —0,7071-0,7763 = —0,5489
e(s) = —sin 2 2 sin 2 aresin 0,5088 = ) ’ = )

Im(s) = (2_1) (5))- cosh . 'h( ! ) = 0,7071-1,2659 = 0,8952
m(s) = cos > > cos > aresin 05088/ ) = ) =0,

n=2, k=2

)) =-0,7071-0,7763 = —0,5489

1
0,5088

3 1
Re(s) = —sin (T) - sinh <§ aresinh(

—-0,7071-1,2659 = —0,8952

im(s) = cos () - cosh (5 aresin (5 o)
m(s) = cos 2 cos 5 aresin 05088

Schritt 2: Paarweise Zusammenfassung der Polstellen

n=2
1

(P - (QZ,—)) ) (P - (CI2,+))

H(s) =
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1
(P —(—0,5489 —j - 0,8952)) - (P — (—0,5489 + - 0,8952))

H(s) =

Rechenregel

(P—2z)-(P—2)=P?*+P-2-Re(z) + Re(2)? + Im(2)?

1
H(s) =
(5) = 57372705489 P 1 054897 1 089522
1
H(s) =

P?+ 11,0978 - P + 1,10267
Normierung auf konstantes Glied = 1

1

H =
() 0,90689 - P>+ 0,99558 - P + 1

Probe:
P1 = (-0,5489 —j - 0,8952)

0,90689 - P12 + 0,99558 - P1+1 =0
0,90689 - (—0,5489 — j - 0,8952)% + 0,99558 - (—0,5489 — j - 0,8952) + 1 = 0
0,90689 - (0,30129 + 0,98275; + j2 - 0,80138) + (—0,54647 — j - 0,89124) + 1 = 0
0,90689 - (0,98275) — 0,50009) — j - 0,89124 + 0,45353 = 0
0,89124j — 0,45353 — j - 0,89124 + 0,45353 = 0

Stimmt.
1

Rl o)

T,(P) = 2P2- 1

p= S
J
1
H(s)? = .
1+ 0,50882 - (2 : ((_0'5489 —J 0'8952)) 2_ 1) 2
’ j
1
H(s)* = (—0,5489] — % - 0,8952)
1+0,50882-(2-< ' ]jzf : )2-1)2
1
H(s)? = -
1+ 0,50882 -(2 : ((_0’54891;’0’8952))2- 1)2
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1
H(s)* =
) = 1502589 - (2-(0,5489j — 0,8952)* - 1)*

1
H(S)Z = .2 . 2
1+0,2589 - (2 - (0,30129;2 — 0,08275) + 0,80138) - 1)

1
H(S)z = . 2
1+ 0,2589 - (2 - (-0,30129 — 0,98275 - j + 0,80138) - 1)

1
H(s)? =
) 1+40,2589 - (2-(0,5—0,98275 - j) - 1)?

1
H(s)? =
() = 13702589 (1= 19655 - 1)?
1

H(s)? =
() = 13702589 - (—1.9655 /)2

1

H(s)? =
() = 15702589 - (3.86319 - /)

HEs)? = 1 1

1-0,2589-3,86319 0

Stimmt auch.

Schritt 3: Umrechnung auf -3dB bei @ =1

a=a-aq
b; = a*- b;
1 1

H(s) =

0,90689 - a2 -j2+ 099558 -a-j + 1| 2
10,90689 - a? - j2 +0,99558 - a - j + 1| = V2
[1—0,90689 - a? + 0,99558 - a - j| = V2
(1 —0,90689 - @2)? + (0,99558 - @) = 2
(1-1,81378 - a? + 0,82245 - a*) + (0,99118 - a?) = 2
1—1,81378- a2 +0,82245 - a* 4+ 0,99118 - 2> —2 =0
0,82245 - a* —0,8226-a2 —1=0

Mitternachtsformel, die negative Losung ist in diesem Zusammenhang sinnlos

, 08226 + \/0,82262 +4-0,82245-1

a 2082245 =1,710864

a = 1,308
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a=a-a =1,308-0,99558 = 1,3022
b=a?> b =1,308%-0,90689 = 1,5515

Das sind die tabellierten Werte.

Jetzt die Berechnung fiirn = 3
Schritt 1: Berechnung der Pole

n=3, k=1

Re(s) = —si (2_1) (Z))- sin (5 inh ! )) = —05000-0,49420 = ~0,2471
e(s) = —sin 2 3 Sin 3 aresin 0,5088 = ) ) - )

Im(s) = (2_1) (%)) cosh ! 'h( ! ) = 0,8660 - 1,11545 = 0,9660
m(Ss) = cos 2 3 Cos 3 aresin 0,5088 =V, ) =y,

n=3, k=2

Re(s) = —sin <<T

N
I
-
N——

T 1 1
. (§)> - sinh <§ - aresinh (0 5088)) = —1,000- 0,49420 = —0,4942

Im(s) = (4_1) (%)) cosh ! 'h( ! ) = 0,0000 - 1,11545 = 0,0000
m(Ss) = cos 2 3 Cos 3 aresin 0,5088 =V, ) =y,

n=3, k=3

6—1\ /m 1 1
Re(s) = —sin ( ) : (g) “sinh (- aresinh( ) = —0,5000 - 0,49420 = —0,2471

(@)
I
_

T 1 ) 1
Im(s) = cos <(—) . (§)> - cosh <§ - aresinh (0,5088)) = —0,8660-1,11545 = —0,9660

Schritt 2: Paarweise Zusammenfassung der konjungiert komplexen Polstellen

1
H(s) =
(P= () (P=(224)) (P - (22-))
o) 1
(s) = (P —(—0,4942)) - (P — (—0,2471 + 0,9660))) - (P — (—=0,2471 — 0,9660j))
1
H(s) =

(P + 0,4942) - (P + 0,2471 — 0,9660)) - (P + 0,2471 + 0,9660))

1

H =
() (P + 0,4942) - (P? + 0,4942 - P + 0,9942)
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Normierung auf konstante Glieder = 1

1
H(s) =
) (2,0235-P +1)-(1,0058 - P>+ 0,4971-P + 1)
Probe:
P1 = (—0,2471—j-0,9660)
1
H(s) = 2
(P1+0,4942) - (P1°+ 0,4942 - P1 + 0,9942)
Hes) = 1
)= ((=0,2471 - j - 0,9660) + 0,4942) - ((—0,2471 — j - 0,9660)* + 0,4942 - (—0,2471 — j - 0,9660) + 0,9942)
Hs) = 1
)= (0,2471—j - 0,9660) - ((0,061058 + 0,477397j + j - 0,933156) + (—0,12211682 — j - 0,4773972) + 0,9942)
Hes) = 1
) = (za71 —j+0,9660) - (0,061058 + 0,477397j — 0,933156 — 0,12211682 — j - 0,4773972 + 0,9942)
His) = 1
() = 02471 =7-09660)-(0)
Stimmt.
Ausmultipliziert
H(s) = .
5= (2,0235- P) - (1,0058 - P + 0,4971- P + 1) + 1(1,0058 - P> + 0,4971- P + 1)
H(s) = 1
()= 2,0235- P -1,0058 - P> +2,0235- P-0,4971 - P + 2,0235- P + 1,0058 - P> + 0,4971-P + 1
H(s) = 1
() = 2,0235-1,0058 - P® + 2,0235 - 0,4971 - P? + 1,0058 - P? + 2,0235- P + 0,4971-P + 1
1
H(s) = 3 2
2,0352363 - P° +2,01168185 - P 4+ 2,5206- P + 1
Passt.

Schritt 3: Umrechnung auf -3dB bei @ =1

1 1
1(2,0352363 - (- j)® + 2,01168185 - (a - )2 + 2,5206 - (a-j) + | 2

1(2,0352363 - (- j)® + 2,01168185 - (a - j)* + 2,5206 - (- j) + 1)| =2
|(~2,0352363 - a®-j — 2,01168185 - a® + 2,5206 - a - j + 1)| = V2
|(1—2,01168185-a?) +j - (—2,0352363 - &® + 2,5206 - a)| = V2

(1-2,01168185 - a?)® + (—2,0352363 - a® + 2,5206 - a)* — 2 =0
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Numerische Losung

Einsetzen

Das sind die tabellierten Werte.

a = 1,09493

=a-a; =1,09486-2,0235 = 2,2156
=a-a, =1,09486-0,4971 = 0,5442

b, = a?-b, =1,094862-1,0058 = 1,2057

Die Filterwirkung Q) — A graphisch (doppelt lineare Skalierung) dargestellt:

12

08
06
04

0,2

normierter Tschebyscheff Tiefpass
4.0rdnung 0,1 dB Welligkeit

o—a

<

05 1

15

25

1.2

038
06
04

0,2

normierter Tschebyscheff Tiefpass
4.0rdnung 0,5 dB Welligkeit

)\

05 1 15 2

12

08
06
0,4

0,2

normierter Tschebyscheff Tiefpass
4.0rdnung 1 dB Welligkeit

i N

\

1

05 1

16
14
1.2

038
06
04
02

normierter Tschebyscheff Tiefpass
4.0rdnung 3 dB Welligkeit

A
\

0,5 1 15 2

25
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6.3.3.4. Die Ubertragungsfunktion des Tschebyscheff - Filters

Die mathematische Herleitung wurde bereits im Abschnitt liber das Butterworth - Filter
dargestellt. Daher an dieser Stelle nur mehr die Berechnung, hier am Beispiel des Filters mit 3dB

Welligkeit.
n=1
H(P) = &
" (14 a,P+bPD
H(P) = =
~ (1+1-P+0-P?
H(P) = —
T (1+P)
H(pP) = ———
" =d+0
1 1 . 1
H(P) = = . gJ-(-arctan(Q) — £(—arctan(Q))

e )

Normierter Tschebyscheff Tiefpass n=1 Welligkeit 3dB

0,01 0,10 1,00 10,00

Amplitude [dB]

H(P) =

V(1% + Q3

Phase

1

V(1% +0?)

Normierter Tschebyscheff Tiefpass n=1 Welligkeit 3dB

0,10 1,00 10,00

H(P) =

1

(1+ a,P + b P?)

1

(1+ 1,0650 - P + 1,9305 - P?)

H(P) =

H(P) =

1

(1+ 1,0650 -j Q + 1,9305 - j> Q?)

H(P) =

1

(1—1,9305- Q2 + 1,0650 - j Q)

1,0650-Q

J(T=1,9305- 0%)% + (1,0650 - 0)%-e’ (aretan( 2 505 9)
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1

H(P) = __(arctan( 1,0650-0 ))

J1—2,7268-02 +3,7268 - Q* - ¢’ (1-19305-0%)
. 1,0650-Q

H(P) = 1 ) e]'(_arcmn((l—1,9305-92)))

J1—2,7268- Q% + 3,7268 - 04
HP) 1 , ( " ( 1,0650 - Q ))
= —arctan
J1—-2,7268-02% 43,7268 - 0* (1-1,9305-0%)
Normierter Tschebyscheff Tiefpass n=2 Welligkeit 3dB Normierter Tschebyscheff Tiefpass n=2 Welligkeit 3dB

0,01 0,10 1,00 10,00 0,01 0,10 1,00 10,00 a

Amplitude [dB]
o
3
h

An welcher Stelle ist die Phasenverschiebung -90°?

1,0650 - Q ) R

— t —
arctan ((1 —1,9305 - 02)

2

( 1,3617 - Q ) ¢ (Tlf)
= — ) = o
(1-0,6180-0%)) "2

1-19305-Q*=0

1,9305-Q*=1

2 _ 1 —
02 = e = 0,5180

Q1 =0,7197

n=3
H(P) = !
(14 a;P + b PH(1 + a,P + byP?)
1
H(P) = 2 2
(1+3,3496 - P + 0 - P2)(1 + 0,3559 - P + 1,1923 - P?)
1
H(P) =

(1+3,3496 - P)(1 + 0,3559 - P + 1,1923 - P?)
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1

H(P) =
(P) (1+3,3496-jQ)(1 +0,3559-jQ + 1,1923 -j2 0%
HP) = -
B (1+3,3496-jQ2)(1 +0,3559:j 0 —1,1923 QZ)
H(P) = !
B (1-12,3844 QZ) +j-(3,7055 Q —3,9937 (95

_ 1

H(P) = j-(arctan((3’7055 Q-3,9937 93)))

\/(1 — 2,3844 QZ)Z + (3,7055 Q — 3,9937 0¥2-e (1-2,3844 0%
_ 1
H(P) = j-(arctan((3’7055 Q-3,9937 93)))
\/1 +8,9619 Q02 — 23,9119 O* + 15,9496Q° - e (1-2,3844 0%
. (3,7055 03,9937 Q%)
H(P) = ! .e]'(_arcmn( (1-2,3844 07) ))
\/1 +8,9619 02 — 23,9119 O* + 15,94960°
H(P) 1 , < " <(3,7055 Q0 —3,9937 93)>>
= —arctan
J1+8961902 — 23,9119 Q* + 15,9496Q0° (12,3844 0%
Normierter Tschebyscheff Tiefpass n=3 Welligkeit 3dB Normierter Tschebyscheff Tiefpass n=3 Welligkeit 3dB
n=4
HP) = -
(14 a;P + b PH(1 + a,P + byP?)
1
H(P) = > >
(1+2,1853-P +5,5339-P9)(1+0,1964-P + 1,2009 - P?)
1
H(P) =

(1+2,1853-jQ+5,5339-j2Q*)(1 +0,1964 -j Q + 1,2009 - j* Q%)

1

H(P) =
(P) (1+2,1853-jQ— 55339 - 0%)(1 + 0,1964 - j Q — 1,2009 - 0?)
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1
(1— 17,1640 02 + 6,6457 Q%) +j(2,3817 Q — 3,7112 Q3)

H(P) =

1
H(P) = j_(arctan< (2,3817 0-3,7112 %) ))
JL = 7,1640 0% + 6,6457 2)% + (2,3817 2 — 3,7112 BP)% - e (17,1640 02+6,6457 0F)
_ 1
H(P) = ]._(arctan( (2,3817 0-3,7112 Q%) ))
\/1 — 8,6555 Q2 + 46,9364 O* — 81,44660° + 44,165308 - ¢ (1-7,1640 0?+6,6457 Q%)
. (2,3817 0-3,7112 Q%)
H(P) = 1 . e]'(_arcmn((1—7,164o 02+6,6457 94)))
\/1 —8,6555 02 + 46,9364 O* — 81,44660° + 44,165308
e 1 , ( . ( (2,3817 Q — 3,7112 0%) >>
= —arctan
J1—18,6555 02 + 46,9364 O* — 81,446606 + 44,165308 (1-7,1640 0? + 6,6457 0%)
Normierter Tschebyscheff Tiefpass n=4 Welligkeit 3dB Normierter Tschebyscheff Tiefpass n=4 Welligkeit 3dB

001 010 100 10,00 Q 001 010 1,00 10,00

Amplitude [dB]
Phase
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6.3.3.5. Das Butterworth - Filter als Grenzwert eines Tschebyscheff - Filters

Man kann das Butterworth - Filter als Grenzwert eines Tschebyscheff - Filter auffassen, wenn der
Welligkeitswert nach 1 geht. Damit nahert sich € an 0 an. Geometrisch bedeutet das, dass die
,stehende“ Ellipse, auf der sich die Polstellen der komplexen Ubertragungsfunktion eines
Tschebyscheff - Filters befinden, zu einem Kreis degeneriert, auf dem die Polstellen der
komplexen Ubertragungsfunktion eines Butterworth - Filters liegen. Dazu muss gelten:

1 1 1 1
sinh <— - aresinh (—)) ~ cosh <— - aresinh (—))
n £ n £

Da die sinh und die cosh Funktionen keine Schnittpunkte haben, ist eine vollige Identitit nur fir
den Unwert € = 0 gegeben. Bei diesem tritt aber keine Filterwirkung mehr auf,

1 1

= =1
1+&%-T2(2) 1+0%-T2(Q)

H()? =

daher ist dieser Grenzfall ohne Bedeutung.

Die Anndherung der sinh und cosh Funktionen lasst sich durch deren logarithmische Darstellung
begriinden:

X —-X

_h()_e —e

sinh(x) = 5
x+ —X

cosh(x)=%

Man erkennt, dass fiir grof3e x der Term e-x irrelevant wird.

Wir versuchen es daher mit dem noch einigermafien realistischen Wert € = 0,001 beim Filter 2.
Ordnung:

k=1

Re(s) = — sin ((Zkz_ 1) ) (%)) - sinh <% aresinh (0,0%))
Im(s) = cos ((Zkz_ 1) . (g)) - cosh <% aresinh (0,0%))

V2
Re(s) = ==+ 22,3495 = ~15,803485

V2
Im(s) = ER 22,371863 = 15,819296

Die Abweichung vom Kreis betragt daher etwa 1%o
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V2
Re(s) = — -+ 7,035801 = —15,803485

V2
Im(s) = ——-7,106511 = —15,819296

2

Zusammenfassen

H(s) = :
(P - (CIZ,—)) ' (P - (CI2,+))
H(s) = . . .
(P —(—15,803485 +j - 15,819296)) - (P — (—15,803485 — j - 15,819296))
H(s) = , L ,
(P + 15,803485 —j - 15,819296) - (P + 15,803485 + j - 15,819296)
Rechenregel

(P—2z)-(P—2)=P?*+P-2-Re(z) + Re(2)? + Im(2)?

1
P>+ P-2-15,803485 + 15,8034852 + 15,8192962

H(s) =

1
P?+ P -31,60697 + 500

H(s) =

Normierung auf konstantes Glied = 1

1
0,002 - P + 0,06321394-P + 1

H(s) =

Normierung auf natiirliche Grenzfrequenz

1 1

—0,002-a® + 006321394 j -a + 1| 2

|(1—0,002-a®+0,06321394 - j - a)| =2
(1-0,002-a?®)?+ (0,06321394 - a)* = 2
1-0,004-a®*+ 0,000004 - a* + 0,004 - a®> =2
0,000004 - a* =1
Bei dieser Genauigkeit verschwindet das ,lineare” Glied bereits!
a* = 250000

a? =500
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a = 22,36068

Die Ubertragungsfunktion lautet daher

1

H =
) 0,002 - 500 - P?2 +0,06321394 - 22,36068 - P + 1

1

H(s) =
()= T3 14135 P71

Das ist die Butterworth - Funktion mit 0,5 %o Fehler im linearen Glied.
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6.3.3.6. Zwischenschritt

Die bisherigen Filtertypen sind dadurch gekennzeichnet, dass die Ubertragungsfunktionen
ausschliefRlich durch die Polynome im Nenner bestimmt sind. Im Zahler steht allenfalls eine
konstante Verstarkung. Fiir die Filtertypen ,inverses Tschebyscheff‘ und ,Cauer” sind hingegen
Ubertragungsfunktionen notwendig, bei denen sowohl im Nenner als auch im Zihler Polynome
stehen. Dafiir scheint es sinnvoll sich zu vergegenwartigen, was das eigentlich bedeutet.

Der grundlegende Lehrsatz lautet, dass jede Polstelle der Ubertragungsfunktion eine Ddmpfung
um 20dB/Dekade und jede Nullstelle eine Verstirkung um 20dB/Dekade erwirkt. Dies gilt
natiirlich nur ,ausreichend” weit weg von der Grenzfrequenz. Wie lasst sich dieser an sich nicht
intuitive Satz begriinden? Die allgemeine Ubertragungsfunktion lautet

Zﬁoal'Pl
HP)=¢c =———
P)=c e P

Dabei sind c die Gleichspannungsverstarkung, n die Ordnung der Ddmpfung und m die Ordnung
der Verstarkung. ,Weit oberhalb“ der Grenzfrequenz verschwinden die Terme niedrigerer
Ordnung und wir erhalten

m

fir w >» wg: H(P) ~ P

Der Zahlerausdruck Pm hat m Nullstellen und der Nennerausdruck P» fiihrt zu n Polstellen. Der
Faktor c ist in diesem Zusammenhang ohne Bedeutung, da wir uns nur fiir die Anderung der
Dampfung bzw. Verstiarkung interessieren. Definitionsgemafs gilt

P=j-0

Damit ergibt sich fiir die Ubertragungsfunktion ohne Beriicksichtigung der Phasenlage (!) und der
Grundverstarkung c

m

0}
|H(Q)| ~ o

Somit hat die Ubertragungsfunktion eine Dampfung von n - 20dB/Dekade und eine Verstirkung
von m - 20dB/Dekade, womit der Zusammenhang zwischen Pol- und Nullstellen und
frequenzabhangiger Dampfung bzw. Verstarkung bewiesen ist.
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6.3.3. Inverse Tschebyscheff Tiefpassfilter 63

6.3.3.1. Grundlagen

Inverse Tschebyscheff — Tiefpassfilter (Tschebyscheff Typ — 2) werden dort verwendet, wo eine
hohe Flankensteilheit bei maximal flachem Amplitudengang im Durchlassbereich gefordert wird.
In Kauf genommen wird aber eine gleichmafdige Welligkeit im Sperrbereich. Wie beim Typ - 1
fithrt eine hohere Welligkeit (hier eben im Sperrbereich) zu hoherer Flankensteilheit, wobei die
Unterschiede in der Praxis tiberschaubar sind. Der Schaltungsaufwand ist wegen der
Implementierung der Nullstellen der Ubertragungsfunktion deutlich grosser als bei den
herkémmlichen Tschebyscheff - Filtern (Tschebyscheff Typ - 1). Die Realisierung ausschliefdlich
mit passiven Bauelementen ist nicht moglich!

6.3.3.2. Berechnung

Das inverse Tschebyscheff - Filter ldsst sich durch zweimalige Transformation aus dem
Tschebyscheff - Typ 1 - Filter ableiten. Aus dem Amplitudengang des Typ - 1 Filters der Ordnung
n folgt der Amplitudengang. Der Einfachheit wegen wird hier mit quadrierten Gr6fsen gearbeitet:

A
2

A V)| =———— A i

| Typl( )| 14+ ¢2 - Trf(ﬂ) Az /. —ﬁ
Quadrierter Amplitudengang eines Tschebyscheff - Typ -
1 Tiefpassfilters, gezeigt am Beispiel n=5 -
Die Welligkeit im Durchlassbereich wird aus den ::. a
bekannten Gleichungen bestimmt: a o
€ ist das Maf fiir die Welligkeit:

. , Amax 2
Welligkeitswert [ ] =+1l+¢
min

Welligkeitswert [dB] = 20 - log (\/ 1+ 82) =10 -log(1 + £%)

Durch Subtraktion wird eine Hochpasscharakteristik oY I
erzeugt: A —
g2 - TZ(Q
1-1A@Q)1? =1~ —— = "(2)
1+e2 - T7(Q) 1+¢€2 - TF(Q)
=t
1+
Az
0 /\ Q

63 Text und Graphiken sind aus
www.krucker.ch%2FDiverseDok%2FTschebyscheff%2520Invers%252021-
12.2002.pdf&usg=A0vVaw2LQ-1k]Tq3iC2QxAdacp4A entnommen. Letzter Zugriff 28.10.2021.
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Durch Spiegelung an (0 = 1 wird die

A
- L Tiefpasscharakteristik des Tschebyscheff — Typ 2
A — erreicht.
1
._ & T (g)
|ATyp2(Q)| = 1
1+¢2 - T2 (5)
£
R /1+:,)
0 | = Q

Zu beachten ist dabei, dass
» die Grenzfrequenz dieser Formel Q4 = 1 nun das Ende des Sperrbereiches ist und

» die Welligkeit € beim Typ - 2 Filter das Verhalten im Sperrbereich beschreibt und daher
nicht gleich wie beim Typ - 1 Filter ist!

Ay ist die Dampfung bei der Sperrfrequenz als Spannungsverhdltnis. Die Welligkeit € im
Sperrbereich des Typ - 2 Filters ergibt sich damit aufgrund der Definition von Qs = 1 zu

1
2 e T (T) £
|45 (@ = DI? = ~eTeo
1+¢2 - T2 ()
€ explizit machen
2

€
Ayl? =
4] 1+¢2

(1441)(Q + &%) = €
(14u1») + (4uP)(e*) = &2
(14u1%) = e = (14u1*)(e?)

(14u1?) = e2(1 = |4u1*)

(AP
-4y

B | Ay |? B 1 B 1 "
£ 1_|AH|2_ 1 B 1 TH

1o [A
[Aul? A2 !

Die Identifikation von € mit Ay ist dann praktisch zulédssig, wenn Ay < - 20 dB ist, was wohl in den
meisten Fallen gegeben sein wird.
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Da die Ausgangsspannung bei den Minima der Welligkeit (nahezu) 0 ist, ist es zuldssig, Ay als
maximale relative Ausgangsspannung im Sperrbereich zu betrachten. Jetzt muss man mit dem
Vorzeichen genau aufpassen, das wird in der Literatur auch unterschiedlich gehandhabt:
Betrachtet man Ay als Dampfung, ergibt sich bei der Berechnung der Welligkeit in dB ein negativer
Wert.

Apap = 20log(|A4]) = 101log(|Ay1?)
Umkehrung, da wir im néichsten Schritt einsetzen miissen
0,1 Ayap = log(l441%)
1000.1-Agap) — |4y |2

Der Zusammenhang mit € ergibt sich dann zu

1 1

1

£ = = =

1 1 10(-01-Apq ) — 1
\/ A7 1 \/ oo -1 Y

In anderen Stellen wird Ay als positiver Wert eingesetzt, dann entfillt dementsprechend das
Minus in der abschlief3enden Formel.

Typische Werte sind daher

Minimale Sperrdampfung [Ands] Welligkeitswert [Ax] 3
-20dB 0,1 0,1005
-30dB 0,0316 0,0316
-40 dB 0,01 0,01
-60 dB 0,001 0,001
normierter inverser Tschebyscheff Tiefpass 4.0rdnung
1,2
1] ooooo nux
0,8
\
E 06 \
L e \Welligkeitswert 0,1
o Welligkeitswert 0,01
0,4 ‘
0,2 a
0 ; o SRooo
0 1 2 3 4
Q
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Die Untersuchung der Formel

2 ., 2 l
|ATyp2 (Q)|2 = S (29)1
1+¢2 - T2 (g)

im Grenziibergang (1 — 0 fithrt auf die Frage nach dem Verhalten der Polynome im Grenziibergang
x = 1/Q - . Da die Terme der hochsten Ordnung immer positiv sind, gilt offensichtliché+

lim T,(x) = o

X — o0

und damit

|ATyp2 0) |2 =1

Unabhédngig davon wird in der technischen Realisierung manchmal eine Grundverstirkung
eingebaut. Diese hat aber nichts mit mathematischen Korrekturfaktoren zu tun und ist rein
technisch bedingt!

Als nachstes folgt die Normierung auf Q, sodass |A())| = - 3 dB ist. Wiederum fiihren wir den
Korrekturfaktor o ein, dessen Wert wir beispielsweise lber die Bestimmungsgleichung
berechnen.

Es gilt dabei
Durchlassgrenzfrequenz (2c = Korrekturfaktor a - Sperrfrequenz {2y
Zu losen ist die Bestimmungsgleichung
e Ti(g)

|AT 2(05'9)|2= =35
7 1+e2 - T2(2) 2

Praktisches Beispiel: n = 4. T, = 8x* - 8x*+1

() 1

142 - T2(3) 2

64 [ch weif3, das schreibt man eigentlich nicht so. Aber wir machen hier Elektrotechnik und nicht Analysis,
also ist diese schlampige Schreibweise annehmbar.
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( 8 8 + 1) _
ot A
£=0,01
8 8 +1 =100
ot P a
8 8 99 =0
ot o? B
Substitution
8
@
2
i x—99 =0
x2—=8x—-792 =0
Mitternachtsformel
’64
x =4+ T+ 792 ~ 32,4253408
Riicksubstitution

8 _»

X

8 ’ 8

Zu bertcksichtigen ist, dass die Berechnung des Filters bezliglich der Sperrfrequenz Qu erfolgen
muss!
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Herleitung der expliziten Formel zur Berechnung des Korrekturfaktors a:

Die -3 dB Frequenz (manchmal auch als ,Natural cutoff frequency” bezeichnet) berechnet sich
aus der Frequenz = 1, bei der zum ersten Mal die minimale Abschwachung im Stopp - Band
auftritt, mithilfe des Korrekturfaktors a. Dieser Korrekturfaktor kann entweder uber die
Bestimmungsgleichung berechnet werden, oder mithilfe einer expliziten Formel.

Die quadratische Amplitudenfunktion des inversen Tschebyscheff — Filters lautet
e - 12 (g)

1462 - T,f(%)

|Arypa (@] =

Bei der Frequenz a - Q, Q = 1 ist die Ausgangsspannung auf - 3 dB gesunken, aufgrund der
quadratischen Amplitudenfunktion also auf die Halfte. Es gilt daher

(g 1

1+e2 - T2(5) 2

Elementarumformung

1
e T()=1

Der andere Weg beginnt mit der bekannten Definition, dass fiir x > 1 die Tschebyscheff -
Polynome mithilfe der Hyperbelfunktionen dargestellt werden kénnen:

T,,(x) = cosh(n - arecosh(x))

Da die -3 dB Frequenz a - 2 immer niedriger ist als die Frequenz 2 = 1, bei der zum ersten Mal
die minimale Abschwachung im Stopp - Band auftritt, muss

1
->1
a
sein. Daher ist die Darstellung tiber die Hyperbelfunktionen korrekt.6s

Einsetzen

65 [n Ausnahmefallen bendtigt man nicht die -3 dB Grenzfrequenz, sondern eine Abschwachung grofier der
minimalen Abschwichung im Stopp - Band. In diesem Fall ist natiirlich die Darstellung iiber die
Cosinusfunktion zu wahlen.
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1 1 1
T, (—) = cosh (n - arecosh (—)) =-
a a €

1 1
n -arecosh (—) = arecosh (—)
a £

(avecosn (2))

arecosh (—) =
a n
<arecosh (%))
—=cosh————=~
a n
1
a= 1
arecosh (—)
cosh Tg

Zum Abschluss noch die Berechnung der komplexen Ubertragungsfunktion. Dazu ist als erstes die
faktorisierte Form zu berechnen. Dazu benétigen wir die Pole und Nullstellen. Im Nenner von Typ
- 2 erkennt man, dass praktisch kein Unterschied zum Typ - 1 besteht aufer, dass die Pole invers
liegen. Die Nullstellen sind die Nullstellen des Tschebyscheff - Polynoms Tn(£2).

2 .2 (1
|ATyp2 (Q)lz = - (29)1
1+¢2 - T2 (g)

Zuerst die Substitution, um zur komplexen Darstellung der Funktion zu kommen

P
.Q=—,
J

Wir nennen die Nullstellen hier konsequent Py, korrekt wére eigentlich Pn(n,k), aber wir wollen
einmal nicht iibertreiben. In der Literatur findet man mit demselben Argument auch Sy bzw. Syx.
Daher gilt fiir die Nullstellen:

T, (;—N) = cos (n - arccos <f{_1v)> =0
Beispielsweise, da man k natiirlich auch schieben kann:

] 13
n -arccos(L)=k-rr+—fiirkEZ,0SkS(n—l)
Py 2
()
n -arccos|——
Nk

_ (k+Dm
- 2

218



( j ) _ (Ck+Dm
arccos b)) o

L _ cos ((Zk + 1)7‘[)
PNk 2n

J
Pyy =

keZ0<k<(n-1)
2n

Zur Berechnung der Polstellen brauchen wir lediglich die Spiegelung der Polstellen der Typ 1
Filter an 0 = 1 durchfiihren.

Polstellen der Typ 1 Filter:

Ppr(Typ1) = [— sin ((Zk 2+ 1) : (%)) . sinh (% . aresinh (%)) cos ((Zk 2+ 1) : (%)) - cosh (% . aresinh (%))]

keZ,0<k<(n-1)

4

Spiegelung (Kehrwertbildung)

sin (252) - (5)- st (& arestn (1)) - [cos ((Z252)  (£) ) o (5 - aresinn (2))|

keZ,0<k<(n-1)

Ppy (Typ2) = [

Damit l4sst sich die Ubertragungsfunktion in faktorisierter Form berechnen.

Dabei ist darauf zu achten, nicht den naheliegenden Rechenweg zu gehen, den Betrag iiber das
Produkt mit der konjugierten Zahl zu berechnen, da im Fall von Polynomen dabei Ausdriicke der
doppelten Ordnung entstehen! Stattdessen nutzt man besser die Vertauschbarkeit von komplexer
Division und Bildung des Betrages oder natiirlich die Rechenregel fiir die Division komplexer
Zahlen in Polardarstellung.

Beweis:
(a+jb) _ (a+jb)(c—jd) _ (ac — jad) + (jbc — jbjd) B (ac + bd) + j(bc — ad)
(c+jd)|  |(c+jd)(c—jd)| |(c?—jcd) + (jed — j?d?) | (> +d?

(ac + bd) + j(bc —ad)|
(c*+d? B

(ac +bd) (bc—ad)
@+ T

_ |{(ac +bd)\, (bc —ad)\,
- ((c2+d2)> +<(c2+d2)>

_ [lac+bd)? (bc—ad)* |(ac +bd)*+ (bc — ad)®
S| +dd)? T (F+dP)? (c? + d?)?

_|(@*c? + 2achd + b*d?) + (b*c? — 2bcad + a’d?)
- @+ )
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3 a?c? 4+ b%d? + b?c? + a%d? 3 a?c? 4+ a*d? + b*c? + b%d?
N (@ + d>)? N (2 + d)?

_|a#(c®+d?) +b2(c*+b*)  [a®+Db%*  |(a+jD)
B (c* + d?)? @@+ d) e+ jd)l
Ein anderer Weg geht iiber die Berechnung in Polarkoordinaten. Es gilt die Rechenregel

_rl.ej(pl _7/'1

— = 2. pi(@1—92)
rz " ej‘pZ rz
Daher
Tvl . e](pl rl
2l = |2—| = 2
rz " e](pz Tz
Die komplexe Ubertragungsfunktion lautet dannsé
P
n—1
i (1-7)
H(P) = UL

i(1-po)

Wir wollen das einmal fiir die ersten vier Ordnungen und einer minimalen Sperrddmpfung von
40 dB, daher € = 0,01 durchrechnen.

-
pNFCOS(@n),kez,OSks<n_1)
)

] (7= Y S (S W o)
() ) a3 areion 55| » eos ((252)  (3)) - comn (& -aresion () )|
fro = [~ sin () - sinh(aresink(100))] +1 - [cos (%) - cosh(aresinh(100))]

1

fro = [ sinh(aresinh(100))] + j - [0 - cosh(aresinh(100))]

66 Aus http: //www.matheonics.com/Tutorials/InverseChebyshev.html , letzter Zugriff 13.11.2021.
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PPO = m = —0,01

Anders probiert:

Passt.

Die komplexe Ubertragungsfunktion ergibt sich zu

H(P) — PNk

Konkret flirn=1

(1-22) )

( _%)=(1+j-100-!2)

H(P) =

Umrechnen auf Polarkoordinaten

HCP) = (1—j-100-0) _ (1-j-100-0)

(1+/-100-2)(1—j-100-02) (1 + 10000 - 0?)

(100 - )

H(P) = —j
(P) =~ ¥ 10000 25
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(1+1 -02%)

( (100-2) \|
j.\arctan<<1+11~ﬂz>>/

HP) = 1 s (100 - 0)?
= [(1+10000-092 " (1 + 10000- 02?2 ¢

1+10000- 0% |
H(P) = . pJ-(—arctan(100-2))
(P) J(1 +10000- 222 ¢

1

H(P) = . ej-(—arctan(100~.()))
V(1410000 - 0?)
1
H(P) = £(—arctan(100 - 2))
V(1410000 - 0?)
1
H(P) = £(—arctan(100 - 2))

V(1410000 - 0?)

Korrigieren auf natiirliche Grenzfrequenz

Bestimmung des Korrekturfaktors

1 1

J(1+10000-a%) V2

1+ 10000 a* =2

10000 -a% =1
a=0,01
Einsetzen
1
H(P) = ¢ (—arctan(100 - 0,01 - 2))
V(1 410000 - 0,012 - 0?)
1
HP)=——— 2 (—arctan(!)))
VA +02%
normierter inverser Tschebyscheff Tiefpass normierter inverser Tschebyscheff Tiefpass
1. Ordnung Welligkeit 0,01 1. Ordnung Welligkeit 0,01

1,00 10,00

Amplitude [d8)
Phase [rad]
&

%

g
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Berechnen der (nicht normierten) quadratischen Amplitudenfunktion

1 1
. _ _
1
82 . TZ -
|ATyp2 (Q)lz = . (Q)l
1+e? - T2 (g)
1
0,0001 - (=)?2
|ATyp2(Q)|2 = (Q)l
1+0,0001 - (5)?
1
ol = @)
Typ2 02 1
Gz +0,0001 - (—2)

) 0,0001
[Aryp2 (D] = 02 + 0,0001

) 1
Aryr2 @I = 15500 7 71

Stimmt.

Probe Polstelle
Qp=j-e=j-001

10000-Qp*+1=0
10000 -;%-0,01°+1 =0

—10000-0,0001+1=0

Stimmt.
n=2
J
= <k< —
Prk ((1+2k) ),kEZ,O_k_(n 1)
COS TT[
J J J 2j .
PN0= - = T =—=—=\/§]
cos(—(l-;.z2 O)n) COS(E) \/_E ¥
2
J J 2j .
PN1= = =——=—\/§]
cos(%n) _\/TE V2
1
PP=

|- in ((3552)- (5)) s (& - arestnn (2))| - cos (252) - (3)) - cosn (& - aresinn (2 )

2
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Ppo = [_ sin <(2 0+, (%)) - sinh (% - aresinh (ﬁ))] +)- [cos <(2 0+ 1), (g)) - cosh <% aresinh (551 ))]

1
Ppy =
[— sin (%) * sinh <% . aresinh(lOO))] +j- [cos (%) - cosh <% . aresinh(lOO))]
P 1
PO =
[— <\/T§> - sinh (—5’22983)] +j- [(@) - cosh (—5’2383)]
1
Ppy =
(2] rasso] o () 0]
1

Po, =
PO ™ _4,9751 4 -5,0251

(—4,9751 — j - 5,0251)

Pro = 49751+ -5,0251)(=4,9751 —J - 5,0251)
(49751 —j-50251)  (—4,9751—j-5,0251)
PO ™ (24,75125 4 25,25163) 50

Ppo = —0,099502 — j - 0,100502

|- sin((B50)-(3)) s (3 aresinn (557) )|+ cos ((B5E) - () - cosn (- arestnt g7) )|
1

— sin (%TT[) * sinh <% . aresinh(lOO)) +j- [cos (%TT[) * cosh <% aresinh(lOO))]

Ppy =

PP1=[

B (@ )

el

1
"~ —4,9751—j-5,0251

Ppy =

B

7) ' 7,1065]

PPl

(—=4,9751 + j - 5,0251)

P = 49751 = -5,0251)(=4,9751 +J - 5,0251)

_ (—4,9751+-5,0251)  (—4,9751+j-5,0251)
P17 (24,75125 + 25,25163) 50

224



Pp; = —0,099502 + j - 0,100502

Die komplexe Ubertragungsfunktion ergibt sich zu

Konkret fiirn = 2

()2

()0 =)

(1- Srmomsae) (1 +7-uonsne)
=0,099502 —j - 0,100502 =0,099502 +j - 0,100502

(-)0-4)

H(P) =

H(P) = —0,099502 —j - 0,100502 0,099502 + j - 0,100502 j0
(—0,099502 —j-0,100502 ~ =0, 099502 j 0 100502)( 0,099502 + ;- 0,100502 ~ —0,099502 + - 0,100502
H(P) = ( 0,099502 — j - 0,100502 — ]!2) -0, 099502 +-0,100502 — ]!2)
—0,099502 — - 0,100502 —0,099502 + - 0,100502
(1-5)0+5)
1-=)(1+-=
H(P) = V2 V2

(502477 -0+ 1+ - 497478 - 0)(=5,02477 - Q + 1 +j - 497478 - 0)

(1-%)

H(P) =
P) (1—49,9968- 0% +j - 9,94955 - N)

2-0%
(2-99,9936- 0%+ -19,8991 - 1)

H(P) =

Umrechnen auf Polarkoordinaten

H(P) = 2-0%20
= —3 — (19,8991 - 2) )
V(2 =99,9936 - 02)% + (19,8991 - 2)?£ arctan ((2 96,9936 - 5
HP) (2-0% - < (19,8991 - 0) )
= —arctan
V(2 —99,9936 - 02)% + (19,8991 - )2 (2 -99,9936 - 2%)
HP) (2-0% - < (19,8991 - ) )
= —arctan
J(2—99,9936 - 22)? + (19,8991 - 2)? (2-99,9936 - %)

225



Korrigieren auf nattirliche Grenzfrequenz

Bestimmung des Korrekturfaktors

2-a? 1

J(2—99,9936 - a?)% + (19,8991 - @) V2

Das lassen wir rechnen

a =0,140727
Einsetzen
| (2 — 0,140727% - 0%) (19,8991 - 0,140727 - 2)
H(P) = £ —arctan —
|J(2 —99,9936 - 0,140727% - 0%)? + (19,8991 - 0,140727 - 1)? (2-99,9936 - 0,140727% - %)

) (2 — 0,0198041 - 0?) S et < (2,80034 - 0) )
= —arctan
J4-0,0792207 - 02 + 3,92152 - 0* (2 —1,9802821 - 02%)
normierter inverser Tschebyscheff Tiefpass normierter inverser Tschebyscheff Tiefpass
2. Ordnung Welligkeit 0,01 2. Ordnung Welligkeit 0,01

Amplitude [dB]
O
s 8
Phase [rad]
%

S

Berechnen der (nicht normierten) quadratischen Amplitudenfunktion

2-0% - [(2 - 0%)|?
(2-99,9936- 02+ -19,8991-0)|  [(2—99,9936- 2%+ - 19,8991 - )|

|H(P)|? =

) (4 —40%+ 0%
|H(P)| = 282 2
(2 —99,9936 - 2?)? + (19,8991 - N)

HPY? = (4 —40°+ 0%
"~ (4—399,974 - 0% +9998,72 - 0%) + (395,97418 - N?)

4—40%+0*
|H(P)|* = ( 2 )
4—4-0%+9998,72-0*

Vergleich mit der Darstellung als Quadrat der Amplitudenfunktion
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et - 12 (g)

2
|A7yp2 ()" =
1462 - T2 (%)
Bein=2
Tz = (sz — 1)
2 2 2
2 -(2x*—=1)
|ATyp2(Q)| - 1+ 82 . (zxz _ 1)2
Einsetzen
2 2
, 00001 (F—1)
|A7yp2 (D) ) 3
1+ 0,0001 - (ﬁ _ 1)
N eY
, 0,0001 -(2 QZQ )2
|ATyp2 (Q)l = 2 — QZ
1+ 0,0001 ( G )2
_ . N2 4
0,0001 -<(4 40% + 0 ))
|ATJ/P2(Q)|2 4 ( 2 4)
n 4—4-0°+0
o7 +0,0001 - ( o )
0,0001 - (4 —4-0*+ 0%
|ATYP2(Q)| 4 2404
0% +0,0001 - (4—4-0%+ 0%
4 le_ (4—4-2°+0%
2] = 156500~ 07 ¢ (4—4-0°+0%
4—4.0%+ 0%
|ATW2(Q)| 4—4-0%+10001-0*
Stimmt.
n=3

Berechnung der Nullstellen

J
= <k<m-
Py = ((1+2k) ),kEZ,O_k_(n 1)
0s 2n
p J J___J _HY
NO = ™\ -
cos (1520 x) ~cos(5) TG
, j i i
N1 = =5=
cos (—(1 -5 23 1) ) cos (%n) 0
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p J J___J __ ¥
N2 = = =
cos ((1 ; 23 2) ) cos (5?”) \/7§ V3

Berechnung der Pole

" = sin((52) () (& aresinn (3))] - [eos ((252) - (2)) - cos (& arsinn (3)

) [— sin ((%) . (%)) - sinh (% aresinh (%)) +j- [cos ((%) . (%)) * cosh (% - aresinh (%))]
1

— sin (%) -sinh <% . aresinh(lOO))] +j- [cos (%) - cosh <% . aresinh(lOO))]

1

Poy =
PO ™ _1,419272 4+ j - 2,606338

Ppy = —0,1611467 — j - 0,2959283

_ 1
[ () (5)) s (5 st () )|+ |cos (3) - (5)) - cosn (3 aresinn (557) )

1

— sin (%) * sinh <% . aresinh(100)>- +j- [cos (%) - cosh <% . aresinh(lOO))]

1
P,. =
Pl _2,838544+j-0

Pp; = —0,352293 —j - 0

[— sin ((%) : (%)) - sinh (% aresinh (%)) 4 [cos ((%) : (%))  cosh (% . aresinh (%))]

1

— sin (5?”) * sinh <% . aresinh(lOO)) +j- [cos (5?”) - cosh <% aresinh(lOO))]

1

Py, =
P2 ™ _1,419272 —j - 2,606338

Pp, = —0,1611467 + j - 0,2959283

(1-7) (- 7) (1= )

H(P) =
(- (-5, (1= 5,)
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Konkret

_ V3 V3
e Q ) (1~ —gatgzoa) (1 - 7 ]
—-0,1611467 —j - 0,2959283 —0,352293 —0,1611467 +j - 0,2959283
V3P V3P
H(P) =

(1-P-(-1,419272 +j - 2,606338))(1 + P - 2,838544)(1 — P - (—1,419272 — j - 2,606338))
2 —V3j-0\(2j+V3j -0
2j 2j

(1—j-02-(-1,419272 + - 2,606338))(1 +j - 2 - 2,838544)(1 — j - 2 - (—1,419272 — j - 2,606338))

H(P) =

(4—3-0%
[(1+2,606338 -2+ -1,419272 - 2)(1 + - 2,838544 - 0)(1 — 2,606338 - 2 +j - 1,419272 - 2)]

HP) =7

(4-3-0%

H(P) =
(P) (4 — 67,4586 - 02) + j - (22,7084 - 2 — 100 - %)

Umrechnen auf Polarkoordinaten

H(P) = 4-3-0920
T 7 — (22,7084 - 0 — 100 -93)>
V(4 — 67,4586 - N2)? + (22,7084 - 2 — 100 - %) Larctan( 674586
H(P) (4-3-07 <(22,7084 -0 —100- 123)>
= £ —arctan

V(4 — 67,4586 - 2%)% + (22,7084 - 2 — 100 - 23)? (4 — 67,4586 - 0%)
H(P) = 4-3-0% , . (22,7084 - 2 — 100 - 0°)

- V(4 — 67,4586 - 0%)% + (22,7084 - 2 — 100 - 0°)? W T @ — 67,4586 - 09

Korrigieren auf natiirliche Grenzfrequenz
Bestimmung des Korrekturfaktors

(4-3-a% 1
J(&— 67,4586 - a?)? + (22,7084 - a — 100 - a®)? V2

Das lassen wir rechnen
a = 0,332282

Einsetzen

Py = | (4-3-0,3322822-0%) |
|/ — 67,4586 - 0,3322822 - 2°)% + (22,7084 - 0,332282 - 1 — 100 - 0,332282° - 2°)2|

(22,7084 - 0,332282 - 2 — 100 - 0,3322823 >.(23)>

£ —arct:
arcf an( (4 — 67,4586 - 0,332282% - 1)

(4-0,331234- 0%

H(P) =
V(4 —7,4482 - 0%)? + (7,5456 - 2 — 3,66877 - 1°)?

((7,5456 <) —3,66877 - .(23))
£ —arctan

(4 — 17,4482 - 2?)
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(4 —0,331234 - 0?)

H(P) =

\/16— 2,64952 - 0? + 0,109541 - 0* + 13,4599 - N°

normierter inverser Tschebyscheff Tiefpass
3. Ordnung Welligkeit 0,01

Amplitude [dB]
3
Phase [rad]
g

Berechnen der quadratischen Amplitudenfunktion

7,5456 - 2 — 3,66877 - ®
4 —7,4482 - 0*

£ —arctan (

normierter inverser Tschebyscheff Tiefpass

3. Ordnung Welligkeit 0,01

, (4-3-0?)?
|H(P)| = 282 312
(4— 67,4586 - 02)% + (22,7084 - 1 — 100 - 2°)
|H(P)|2 _ (16—24-Q2+9~Q4)

Vergleich mit der quadratischen Amplitudenfunktion

10000-026+9-0N* —24-0*+ 16

. & T (g)
Arype @[ = :
1+¢2 - T2 (g)
Bein =3
T, = (4x> — 3x)

o001 - (4(8)*-3(3))"

|ATyp2(Q)|2 =

4

14 0,0001 - <4 (é

)-3)

0,0001 - (ﬁ—%) 2

lar, @[ =

0,0001 - (

1+0,0001 - (

4 —
Q3

4 3)2

[OEEIN0)

302) )

2
|A7yp2 (D) =06
75 +0,0001 -

4— 392) R
QS

0,0001 - (

16 — 240% + 90*
0o

|ATyp2(9)|2

0% +0,0001 -

e (16 —

240% + 9.(24>
06
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2 0,0001 - (16 — 240?% + 90%)
|AT 2(9)| =
P 06 +0,0001 - (16 — 240% +90%)
4 q | (16 — 240% + 90*)
ryp2() 10000 - 26 + 90* — 240% + 16
Stimmt.
n=4

Berechnung der Nullstellen

_ J _
Py ((1+2k) ),keZ,OSkS(n 1)
COS TTL’
p J j ] 2
NO = = =
cos(—(1;240)> COS(%) \/Z-zl-\/i V2 ++2
p J J ] 2
N1 = = =
cos(% ) cos(%n) \/2;\/7 V2 -
o j N R B
N2 = = = =
cos (% ) cos(%r) \/2;\/5 V2 -2

J 2j
Pyz = =

___J __
(% ) _cos(%r)_ \/2-2|-\/§ V2442

—.

Berechnung der Pole

1

" [ sin((B572)- (2)) -snn (& - arestnn (2))| -+ cos (252) - (3)) - cosn (& - aresinn (2

~ 1
= [— sin ((%) . (%)) - sinh (% - aresinh (ﬁ)) +j- [cos ((%) . (%)) - cosh (% - aresinh (%))]
Ppy = 7 !
[— sin (%) - sinh <% . aresinh(lOO))_ +j- [cos (%) - cosh <% . aresinh(lOO))]

1

Ppn =
PO —0,668684 +j - 1,860019

Ppg = —0,171159 — j - 0,476097 = 0,505928 2 — 1,91591
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1

P, = —
" [— sin ((%) . (%)) - sinh (% aresinh (ﬁ)) +j- [cos ((%) . (%)) - cosh (% aresinh (T%Jl))]
o _ 1
e (31‘[ (1 . 1. . 3 1 _
— sin ?) * sinh i aresinh(100) || +j - |cos (?) * cosh Z aresinh(100)
_ 1
Pe1 = —1,614347 + j - 0,770445
Ppy = —0,504530 —j - 0,240787 = 0,559043 2 — 2,69631
o 1
P2 —
[— sin ((%) ‘ (%)) - sinh (% - aresinh (ﬁ))] +j- [cos ((%) . (%)) - cosh (% - aresinh (rél))]
P = 1
P2 . (5m\ . 1 , . RY/4 1 .
— sin (@) * sinh z aresinh(100) || +j - |cos (@) - cosh z aresinh(100)
_ 1
Prz = —1,614347 — j - 0,770445
Pp, = —0,504530 4+ - 0,240787 = 0,559043 £ 2,69631
b 1
P3 — b
[— sin ((%) . (%)) - sinh (% aresinh (ﬁ)) +j- [cos ((%) . (%)) - cosh (% aresinh (T%Jl))]
o 1
BT (71‘[ (1 . 1. . Tn 1 _
— sin ?) » sinh i aresinh(100) || +j - |cos (?) * cosh Z aresinh(100)

1

Pp. =
P3 ™ _0,668684 —j - 1,860019

Pp3 = —0,171159 +j - 0,476097 = 0,505928 2 1,91591

Einsetzen in

Konkret
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(IR A A .

1 L P
H(P) = \ J“ﬁ}\ \/22—]\/7/\ _Jzz—lﬁ/\ Vaivz

(1 - P(-0,668684 +j - 1,860019))(1 — P(—1,614347 + j - 0,770445))(1 — P(—1,614347 — j - 0,770445))(1 — P(—0,668684 — j - 1,860019))

(1 _P\/zz;r ﬁ)(l _P\/zzjT ﬁ) (1 +P\/22; ﬁ) (1 N P\/zz;r ﬁ)

H(P) =
® (1+ P(0,668684 — j - 1,860019)) (1 + P(1,614347 — j - 0,770445))(1 + P(1,614347 + j - 0,770445))(1 + P(0,668684 + j - 1,860019))

(RES = REE = WO = [N )
-J -J -J -J

H(P) =
® (1+)-2-(0,668684—j-1,860019))(1+j -2 - (1,614347 — j - 0,770445)) (1 +j - 2 - (1,614347 + j - 0,770445)) (1 +j - 2 - (0,668684 + j - 1,860019))
1_,‘-0»\/2+\/7 1_,‘-0-\/2—\/7 1+j-.(2-\/2—\/7 1+j-!2-\/2+\/§
2j 2j 2j 2j
H(P) =

(1+02-(-0668684—j-j-1,860019))(1+ Q- (-1,614347 —j-j-0,770445))(1+ Q- (j- 1,614347 +j - j - 0,770445))(1 + 2 - (j - 0,668684 + j - j - 1,860019))

(2-0-V2+V2)(2-0-V2-2) (2+2-V2-2) (2 + 22 +2)

H(P) =
® 16(1+2-(j- 0,668684 + 1,860019)) (1 + 02 - (j - 1,614347 + 0,770445))(1+ 2 - (j - 1,614347 — 0,770445))(1 + 2 - (j - 0,668684 — 1,860019))

(@*—8-0%+8)

H(P) =
) 8(1+02-(j- 0668684+ 1,860019))(1+ 2 (j - 1,614347 + 0,770445))(1+ 2 - (j - 1,614347 — 0,770445))(1 + 2 - (j - 0,668684 — 1,860019))

0*-8-02°+8)
((2,82843 - 2% + 21,0437 - 2 + 8) + j - (28,1432 - 0% + 18,2642 - 2))((0,353554 - 02 — 2,63046 - 2 + 1) + j - (—3,5179 - 2% + 2,28303 - 1))

*-8-0?+98)
((100-02* — 91,3955 - 0% + 8) +j - (—135,144 - 2% + 36,5284 - 2))

H(P) =

H(P) =

Berechnen der quadratischen Amplitudenfunktion®?

H(P)I? = @ rrY
(100 - 2% — 91,3955 - 2% + 8)% + (—135,144 - 2° + 36,5284 - 2)?

4-08—-64-0°+320-0%*—-512-0%*+ 256

H(P)|? =
HP = 1000025 — 16 26 + 80 0 — 128 1 + 64

Umrechnen auf Polarkoordinaten

) = (Q*—=8-02+8)20

— . 3 .
/10000 - 28 — 16 - 26 + 80 - 2* — 128 - N2 + 64 2 arctan <( 135144 - 0" + 36,5284 ﬂ))

(100 - 2* — 91,3955 - 2% + 8)

*-8-0N*+198)
H(P) = £ —arctan
/10000 - 08 — 16 - 26 + 80 - N* — 128 - 0% + 64

(—135,144 - 2% + 36,5284 - )
(100 - 2* — 91,3955 - 22 + 8)

(0*—8-0%+8)

H(P) =
\/10000-.(28—16'.(26+80'.(24—128-.(22+64

((—135,144 -02%+ 36,5284 - .Q))
£ —arctan

(100 - 24 — 91,3955 - 2* + 8)

Korrigieren auf natiirliche Grenzfrequenz

Bestimmung des Korrekturfaktors

67 Auch hier mussten aufgrund der begrenzten Stellenzahl die Werte geringfiigig angepasst werden.
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(a*—8-a*+38) 1
J10000-a® —16-a® +80-a*—128-a® + 64 V2

Das lassen wir rechnen

a = 0,49672
Einsetzen
) - | (0,49672* - 0% — 8 - 0,49672%- 0% + 8) [, et ((—135,144 -0,49672% - 0 + 36,5284 - 0,49672 »n))
= —arctan
/10000 - 0,49672% - 2% — 16 - 0,496725 - 0° + 80 - 0,49672* - 0 — 128 - 0,496722 - % + 64| (100-0,49672* - 0% — 91,3955 - 0,49672* - 2 + 8)

| (0,060876 - N* — 1,973846 - 2> + 8) (—16,5627218 - 2° + 18,144386848 - 1)
H(P) = £ —arctan + 5
/37,058 - 2% — 0,24032 - 26 + 4,87008 - 0* — 31,581537 - 2° + 64 (6,0876 - 2* — 22,55 - 0° + 8)
normierter inverser Tschebyscheff Tiefpass normierter inverser Tschebyscheff Tiefpass
4. Ordnung Welligkeit 0,01 4. Ordnung Welligkeit 0,01
0,01 0,10 1,00 10,00 0,01 0,10 1,00 10,00
10 0,00 e — . Q
6 0
1,00
:Z 2,00
% 30 T 300
% 40 ﬁ 4,00
* 5,00
-60
70 6,00

Vergleich mit der direkt berechneten (nicht normierten) quadratischen Amplitudenfunktion

2 ., 2 l
|ATyp2(Q)|2 = S (29)1
1+¢2 - T2 (g)

Bein =4

T, = (8x*—8x%2+1)

0,0001 - <8 (%)4 ~8 (%)2 + 1) 2

|ATyp2(Q)|2 = P 5
1+40,0001 - <8(é) —8(%) +1> 2
0,0001 - (S -8 1 1)z
[Arya (@) = (”48 o )
1+ 0,0001 - (F_Q_J’ 1)2
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— Q02 4
0,0001 - (W)Z
|Aryp (@ = LAk
1+ 0,0001 - (M)Z
N
8 _ . N6 .04 _ . 0)?
0,0001 - (.(2 16 -02°+ 80 f 128 -0 +64)
|AT 2(9)|2= 2
yp ne N8 —16-0N5+80-N*—128-0°+ 64
FJ’O'OOM . 08
2 0,0001 - (N8 —16-02° +80-N* —128- 02 + 64)
|AT 2(9)| =
P 08 +0,0001 - (28 —16-026+80-N*—128-N* + 64)
4 q |2_ N8 —16-0°+80-N*—128-0%+ 64
ryp2 (1) 7 10001-028 —16- 2% + 80 - N* — 128 - 02 + 64

Stimmt.
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6.3.3.3. Berechnung der Ausdriicke fiir die Schaltungsblécke

Die bisher berechnete Ubertragungsfunktion dient zur Bestimmung des Amplituden- und
Phasenverhaltens des Filters. Fiir die Berechnung der konkreten Schaltungen sind diese nicht
geeignet. Dazu fassen wir die konjugiert komplexen Terme zu quadratischen Ausdriicken
zusammen. Fiir Filter ungerader Ordnung wird hier der Term mit Konstante im Zahler, das ist bei

der hier verwendeten Zahlweise der mittlere, als erster Funktionsblock verwendet.

Konkret fiirn=1

(1-7,)
H(P)=—2%

1——

Pro)

H(P) = (1-5)
(1-=o1)

—0,01

HP) = —
- 1+100-P
Die Amplitudenfunktion lautet
|H(P)| =

V(1 + 10000 - 0?)

Zur Bestimmung des Korrekturfaktors o setzen wir @ =1

1 1

V(1 + 10000 - &?) V2

1+ 10000 o* =2

10000- =1
1
~ 10000
a=0,01

Die auf - 3 dB normierte Ubertragungsfunktion lautet daher

1
HP) = ————
(P) 1+100-a-P
1
AP =155

Man erkennt die Identitiat mit dem Butterworth - Filter.
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(1-7) (- 77)

(1-75) (1-5,)

Die konjugiert komplexen Nullstellen lauten

H(P) =

PN0=\/§j
PN1=_\/§j

Der Zahlerausdruck lautet daher

(@_L><@+L>

V2j V2 \V2j  V2j

<\/Ej—P><\/§j+P>
V2j V2j

(vV2j — P)(V2j + P)
V2j - V2j

V2j(V2j + P) — P(V2j + P)
2j?

(V2jV2j +V2jP) — (V2jP + P?)
-2

—2 4+ +/2jP —\2jP — P?
-2

2+ P?
2

Auch die Polstellen sind konjugiert komplex

1
PP=

|- in((25572)- (2)) o (& - arestnn (2))| - cos (252) - (3)) - cosn (& - aresinn (2 )

1
Ppo =

[ sin (52 () -sinn (3 aresinn ()| 5+ cos ((-52) - (3)) cosn (§ - aresinn (2
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1

Ppo = [_ sin ((2 : 12 + 1) , (%)) -sinh (% - aresinh (%))] +j [COS <(2 . 12 + 1) _ (%)) - cosh <% - aresinh @))]

" ) s @) o ) onff e )
B R ) o N () R e

Der Nennerausdruck lautet daher

(1= (- () sn (3 aresun(2)) -1+ (5o (3 aresos (3
() om - areson () () com - areson () 1+ (5 s vmon 1)) (C) o e 1)
Fiir & = 0,1 (Sperrtiefe mindestens - 20 dB)
(1+ () snn (5 aresinn10)) - (22) -cos (5 aresink10)) ) (1 (35) s (5 aresinn10)) + (22 -cosn (5 - aresinncao) )
(1+P-1,50415—P - j-1,66207)(1 + P - 1,50415 + P - j - 1,66207)

5,02494 P?> + 3,0083 P + 1

Somit lautet die Ubertragungsfunktion

2+ P?

2
H(P) =
P) 5,02494 - P> 4+ 3,0083 - P + 1

2+ P?
10,049876 - P2+ 6,0166 - P + 2

H(P) =

Die Amplitudenfunktion lautet

2+ j20?
H(P) = > -
10,049876 - j20% + 6,0166 - j - 2 + 2
2 —0?
H(P) =

2+6,0166-j -2 —10,049876 - N*
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2 —0?

|H(P)| = — -
V(2 —10,049876 - 22)? + (6,0166 - 1)

Die quadratische Amplitudenfunktion lautet daher

) 4—4-0°+ 0"
|H(P)| = 252 2
(2 —-10,049876 - 2°)* + (6,0166 - )
4—4-0*+ 0%
|[H(P)|* =

T 4—4-0°4101-04

Vergleich mit der Darstellung als Quadrat der Amplitudenfunktion

Ay @[ = o B L
Typz T 1462 (242 —1)2
2 2
, 001 -(§—1)
|ATyp2(Q)| = 2 5
140,01 -(§—1)
Y
2 0,01 .(2 QZQ )2
|Aryp2 ()" = > (7
1+ 0,01 ( — )2
_ . N2 4
001 _((4 40740 ))
2 N
|ATyp2(Q)| - 04 (4 — 4. QZ +_Q4)
0F + 0,01 - ( I )
2 0,01'(4—4-.QZ+.Q4)
|ATyp2(Q)|

T 0V 1001 -(4—4- 02+ 0%

2 4-4-0°+0%
[Aryp2 (@] = 100 -0 + (4 —4-02*+ 0%)

2 4—4-0°+0*
Aryoe DN = o1

Stimmt.
Zur Bestimmung des Korrekturfaktors a setzen wir Q@ =1

4 —4. g%+ 1

4—4-a>+101-a% 2

22 0,181818
aAcT = —= ,
11

a = 0426401

Somit lautet die auf den - 3 dB Punkt normierte Ubertragungsfunktion
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2+0,181818 - P?

H(P) =
(P) 10,049876 - 0,181818 - P> 4+ 6,0166 - 0,426401 - P + 2
0,181818 - P* + 2
H(P) = 3

1,82725- P“+ 2,565484 - P + 2
1.0

Amplitudenplot n=2e=0,1
08
06
04
02}

1 2 3 4

Fiir e = 0,01 (Sperrtiefe mindestens - 40 dB)

P X 1 X P-j 1 X P . 1 i P-j 1 X
<1 + (ﬁ) - sinh <E . aresmh(lOO)) - (f) - cosh (E aresmh(lOO))) (1 + (ﬁ) - sinh <E aresznh(100)> + (W) - cosh <E . aresmh(lOO)))

(1+P-4975063 —P-j-5,025062)(1+ P-4,975063+ P -j-5,025062)
50,0025 - P>+9,95013-P + 1

Somit lautet die Ubertragungsfunktion

2 + P?
2
H(P) =
(P) 50,0025 - P?+9,95013-P + 1
2 + P?
H(P) =

100,005 - P? 4+ 19,90026 - P + 2

Die Amplitudenfunktion lautet

2 +j20°
H(P) = 53 ,
100,005 - j=2“ +19,90026 -j - 2+ 2
2-0?
H(P) = . 5
2 +19,90026 - j - 2 — 100,005 - 2
2-0?
|H(P)| =

J(2=100,005 - 2% + (19,90026 - )2
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Die quadratische Amplitudenfunktion lautet daher

) 4—4-0°+ 0"
|H(P)|* = 2N\ 2 2
(2 — 100,005 - 2%)% 4+ (19,90026 - 2)
4—4-0°+ 0"
|H(P)|* =

4—4-0%+10001- 0%

Vergleich mit der Darstellung als Quadrat der Amplitudenfunktion

Ay @[ = o &
Typz T 1462 (242 —1)2
2 2
,  0,0001 '(F_ 1)
|ATyp2(-Q)| = 2 ,
1+40,0001 - (F - 1)
_ 2
00001 -(2 QZQ )2
|Aryp2 ()] = > (7
1+ 0,0001 ( e )2
—4.02 4
0,0001 -<(4 40+ 0 ))
|A (Q)lz _ 0
Typ2 — 04 —4.0? 4
2—4+0,0001 -((4 4 in + 0 ))
2 0,0001 - (4 —4- 0%+ 0%
|ATJ/P2(Q)| = 2 4
0% +40,0001 - (4—4-022+ 0%
4 (9)|2 B (4—4-0*+0%
Typ2 T 10000- 044+ (4—4-22+ 0%
2 4—4-0°+0*
|ATyp2(Q)| =

T 4—4-02410001-0*

Stimmt.

Zur Bestimmung des Korrekturfaktors o setzen wir @ =1

4—4.0%>+ a* 1
4—4-9%+10001-a* 2

2= 2 0019802
“T1017 "

a =~ 0,1407195
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Somit lautet die auf den - 3 dB Punkt normierte Ubertragungsfunktion

2 +0,019802 - P?

H(P) =
(P) 100,005 - 0,019802 - P + 19,90026 - 0,1407195- P + 2
0,02-P*+2
H(P) = 2
2:-P°+28-P+2
10 Amplitudenplotn=2e¢=0,01
08
0.6
04
0.2
1 2 3 4

Fiir e = 0,001 (Sperrtiefe mindestens - 60 dB)
(1 +(z5)-omh (% : aresinh(1000)> -(52)-cosn G aresinh(1000)>> (1 +(25) s (% aresinh(1000)> +(52) cosn G : aresinh(1000)>>
(1+P-15803485—P-j-15819296)(1+ P-15,803485+ P -j-15,819296)
500 - P>+ 31,607 -P +1

Somit lautet die Ubertragungsfunktion

2+ P?
2
H(P) =
P 500 P*+31,607-P +1
2+ P?
H(P)

1000 P2+ 63214-P+2

Die Amplitudenfunktion lautet

2+ 207
H(P) = - :
1000 - j20% 4+ 63,214 -j - 2 + 2
HP) = 2 — 0P
2463214 -0 —1000 - 0?
2 — 02
|[H(P)| =

V(2 —1000 - 0%)? + (63,214 - 2)?
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Die quadratische Amplitudenfunktion lautet daher®8

HPP? = 4—4-0°+ 0"
"~ (2-1000-0%2 + (63,214 - 0)?
4—4-0°+ 0"
|H(P)|? =

T 4—4-02+1000001-0*

Vergleich mit der Darstellung als Quadrat der Amplitudenfunktion

2 g2 - (2x*—1)?
[Aryp2 (@] = 1+¢€2 - (2x* —1)?

0,000001 - (é - 1) 2
1+ 0,000001 - (é - 1) 2

|Arypa (@) =

e Y/
0,000001 -(2 L )2

QZ
2—932
QZ

|ATyp2(Q)|2 =

1+ 0,000001 - (

(4—4-:22+!24))

0,000001 - (
2 ’ N4
|Aryp2 (@) =

T 04 —4.02 4
§22—4+0,000001-((4 40% H)))

_0,000001 - (4—4-0%+0%
T 0%40,000001 - (4—4-0%+0%

|ATyp2(Q)|2

A o = (4—4-02+0%
ryp2 () 71000000 - 24 + (4 — 4 - 22 + 0%

|Arypa @) = 4-4-0*+0°
Typz() T 4—4-0%2+1000001 - N*

Stimmt.
Zur Bestimmung des Korrekturfaktors a setzen wir Q@ =1

4 —4.-a*+ at 1

4—4-a2+1000001-a% 2

2-_2 0001998
“ =T001 " "

a = 0,044699

68 Die hinteren Stellen mussten wieder angepasst werden.
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Somit lautet die auf den - 3 dB Punkt normierte Ubertragungsfunktion

2 +0,001998 - P?
1000 - 0,001998 - P? + 63,214 - 0,044699 - P + 2

H(P) =

2 +0,001998 - P?

H(P) =
P) 1,998 - P* + 2,825604 - P + 2

08
06 Amplitudenplot n=2 £ = 0,001
04

02

(-7) (-7 O -7) (=) (-0 (-7)

(7)) (-5 (1-5) (1-5)(1-5)

Die Nullstellen haben wir schon berechnet. Die beiden konjugiert komplexen lauten

H(P) =

p j 2
NO — ™\ — -
cos (—(1 ; 23 0) ) cos (E) V23 V3
, j i Yy
N2 = ey
cos (—(1 -5 23 2) ) cos (—567T) _23 3
Die einzelne Nullstelle liegt im Unendlichen
, j i i
N1 = =5=
(1+2-1) 3 0
c (T ) cos (gm)

Der Zahlerausdruck der ersten Stufe lautet daher

Und der zweiten Stufe

(=) (1) = 12 (1= (1_f_f)(1 fj’)
V3 V3

2j 3P\ (2j 3P\ (2j—+3P\(2j+3P\ (—4—-3P? _, 3
<ZT'?E><m 21)'( 2 )( 2 )'( 4 )" 1t

244



Fiir e = 0,1 (Sperrtiefe mindestens - 20 dB)

1

Pric = [_ " < (). (g)) sinh (% -aresinh (%))

BEE

72)-(8)) cos (& - aresinn () )

1

ol E5) ) oo )

1 [eos (2512)- (5) - cosn (1 aresinn (1)

1

PPO=[

— sin (%) - sinh <%

PPO

-aresinh(1 O))

+j- [cos (%) - cosh <% . aresinh(lO))]

1

- —0,5871437 + j - 1,3357444

1

(D @) i e 6)

Ppy =

4 [COS ((#) . @) - cosh @ - aresinh (%))]

1

[— sin (%) - sinh <% aresinh(10)>-

+j- [cos (g) - cosh <% . aresinh(lO))]

1

Pr1 = 11722872

1

el EE) @) oo 3)

1 [eos (B212)- (5) - cos (1 aresinn (1)

1

szz[ =

— sin (5%) - sinh <%

PPZ

-aresinh(1 O))

+j- [cos (5?”) - cosh <% aresinh(lO))]

1

- —0,5871437 — j - 1,3357444

Daher lautet die Ubertragungsfunktion der ersten Stufe

P
11—
-
(1_L) 1+ 1,174287 - P
Ppq 1 I;
—1,1742874

Und der zweiten Stufe
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e )
Ppg Pp, 1— P 1— P
T T
—0,5871437 + ] - 13357444 —0,5871437 — ] - 1,3357444
1+3p7
H(P) = 4
(1— (—0,5871437 + j - 1,3357444)P)(1 — (—0,5871437 — j - 1,3357444)P)
1+ §P2
H(P) = 4
(1+0,5871437 - P —j - 1,3357444 - P)(1 + 0,5871437 - P + j - 1,3357444 - P)
1+ §P2
H(P) = 4
(1+1,17429 - P + 2,12895 - P?)
4 + 3p?
H(P) = >
4(1 + 1,17429 - P + 2,12895 - P?)
4 + 3p?
H(P) =

4+ 4,69716 - P + 8,5158 - P?

Berechnung des Korrekturfaktors

1 1
a= = = 0,6491695

arecosh (%) cosh (M)

cosh
n

Die auf den - 3 dB Punkt normierte Ubertragungsfunktion lautet daher

1 4+3-0,6491695% - P?
1+ 1,174287 - 0,6491695- P 4+ 4,69716 - 0,6491695 - P + 8,5158 - 0,64916952 - P2

H(P) =

1 1-0,3160658 - 22
1+ 0,7623113-P 1+ 0,7623133-j -0 —0,8971843 - N?

H(P) =

Die Amplitudenfunktion lautet daher

1 1-0,3160658 - 2*
14+ 0,7623113-j-02 1+ 0,7623133 ;-2 —0,8971843 - 22

H(P) =

10 Amplitudenplot n=3 ¢ = 0,1

0.2
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Die Polstellen fiir e = 0,01 (Sperrtiefe mindestens - 40 dB)

1
Po, = =
" [— sin <(2k2+ 1) . (%)) - sinh <% - aresinh (%)) +j- [cos ((Zk; 1) . (%)) - cosh (% - aresinh (%))]
b 1
PO — 1
[— sin <(—2 : 02+ 1) . (g)) - sinh (% - aresinh (ﬁ)) +j- [cos ((—2 ' 02+ 1) . (%)) - cosh <% - aresinh (ﬁ))]
P 1
ro . (T . 1 . 1. . T 1 ,
[— sin (E) * sinh <§ . aresmh(lOO)) +j- [cos (E) - cosh <§ . aresmh(lOO))]
b 1
PO _1,4192720 +j - 2,6063383
b 1
P1 — 1
[— sin <(—2 : 12+ 1) . (g)) - sinh (% - aresinh (ﬁ)) +j- [cos ((—2 ' 12+ 1) . (%)) - cosh <% - aresinh (ﬁ))]
P 1
e AN 1 , 1. . T 1 ,
[— sin (7) * sinh <§ . aresmh(lOO)) +j- [cos (7) - cosh <§ . aresmh(lOO))]
P 1
P17 _2,8385440
P = 1
P2 = 7
[— sin <(#) : (%)) - sinh (% - aresinh (ﬁ)) +j- [cos ((#) . (%)) - cosh <% - aresinh (ﬁ))]
P 1
P2 . (5m\ . 1 . 1. . 5 1 .
— sin (?) » sinh 3 aresinh(100) || +j - |cos (?) * cosh 3 aresinh(100)

1

P,, =
P2 ™ _1,4192720 —j - 2,6063383

Daher lautet die Ubertragungsfunktion der ersten Stufe

7 B 1

(1- L) T 1+2,8385440 - P
P
P1 p
1= 1

——
\ —2,8385440

Und der zweiten Stufe
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H(P) = N St =
(1-7.)(1-7;) - P - P
1 1
—1,4192720 + j - 2,6063383 —1,4192720 —j - 2,6063383
4+3-p?
H(P) =

4(1 — (—1,4192720 + - 2,6063383) - P)(1 — (—1,4192720 — j - 2,6063383) - P)

4+ 3. p?

H(P) =
P) 4+ 11,3542 - P + 35,2293 - P?

Berechnung des Korrekturfaktors

1 1
a = = = 0,3322819

arecosh (%) osh (_arecosgh(lOO))

cosh
n

Die auf den - 3 dB Punkt normierte Ubertragungsfunktion lautet daher

1 4 +3-0,3322819% - p?
1+ 2,8385440 - 0,3322819- P 4 + 11,3542 -0,3322819 - P + 35,2293 - 0,33228192 - P2

H(P) =

1 1+ 0,08280845 - P>
1+ 0,9431968-P 1+ 0,943199-P + 0,9724279 - P2

H(P) =

Die Amplitudenfunktion lautet daher

H(P)| = 1 1+ 0,08280845 - j* - 0?
~|140,9431968-j -0 14 0,943199 - -0 + 0,9724279 - j2 - 02
\H(P)| = 1 1 —0,08280845 - 0?
"~ |1+0,9431968-j-2 1+ 0,943199 - -0 — 0,9724279 - (?
10 Amplitudenplot n=3 ¢ =0,01

Die Polstellen fiir e = 0,001 (Sperrtiefe mindestens - 60 dB)

1

() @) s @) o () @) o (e O]

248




[ (52) (3) sinn (3 eresn i) )| - s ((52)  (3)) o (5 arsin (5) )|

1

Ppy =

Ppy = 7 ~
[— sin (%) - sinh <% aresinh(lOOO)) +j- [cos (%) - cosh <% . aresinh(lOOO))
P 1
PO ™ _3,1299604 + j - 5,4899869
1
Ppy =

o () (2)) s (3 arston () [ [ ((E52) 5 -cosn (3 -aresin ()

1

Ppy = 7 1
[— sin (g) - sinh <% aresinh(lOOO)) +j- [cos (g) - cosh <% . aresinh(lOOO))
P = 1
P17 —6,2599208
b 1
[— sin ((%) . (%)) - sinh <% - aresinh (ﬁ)) +j- [cos ((%) . (%)) - cosh (% - aresinh (ﬁ))]
p 1
i . (5m\ . 1 . 1. . 5n 1 .
— sin (7) - sinh 3" aresinh(1000) )| +j - |cos (?) - cosh 3 aresinh(1000)

1

Py, =
P2 ™ _3,1299604 — j - 5,4899869

Daher lautet die Ubertragungsfunktion der ersten Stufe

(1-7) 1 1

Py
H P == = =
(P) (1_L) 1+ 6,2599208 - P
Ppy
1— P
1
1
—6,2599208
Und der zweiten Stufe
P P 3
wry = ) (7 7g) e L
= b B =
(1- m) (1- p—,,z) p p
1- i 1- i
—3,1299604 + j - 5,4899869 —3,1299604 — j - 5,4899869
H(P) = 4 4 3. p?
" 4(1— (—3,1299604 + j - 5,4899869) - P)(1 — (—3,1299604 — j - 5,4899869) - P)
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4+3-p?
4+ 25,0397 - P + 159,746 - P?

H(P) =

Berechnung des Korrekturfaktors

1 1
a= = = 0,1577464

arecosh (%) osh (arecosi;(lOOO))
—

cosh

Die auf den - 3 dB Punkt normierte Ubertragungsfunktion lautet daher

1 4 +3-0,1577464% - P?
1+6,2599208-0,1577464 - P 4 + 25,0397 - 0,1577464 - P + 159,746 - 0,1577464* - P*

H(P) =

1+ 0,0186629 - P2
1+0,98748-P 1+0,98748-P + 0,9937769 - P?

H(P) =

Die Amplitudenfunktion lautet daher

)| = 1 1+ 0,0186629 - j2 - 02
“|1+0,98748-j-0 1+ 0,98748-j -0 + 0,9937769 - 2 - 02
)| = 1-0,0186629 - 0?2
" |14+0,98748-j-0 1+0,98748-j -2 — 0,9937769 - 0?

Amplitudenplot n=3 £ = 0,001

08
06
04

0.2

(-5 -5 (-5 (0-55) _(-50)(-) (-7 (-7)

QR AT a o s (R AT Co i R (R T

Die Nullstellen haben wir schon berechnet.

P = J J o __ i %
NO = = =
co <(1+2_0) ) cos(%) V2+V2 V2442
24 7
J J J 2j

Py, =

((1+2 1) ) Cos(3

24 57) \/2‘/_‘/2‘/—
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o _ j D A
N2 = = = =
cos((1+2'2)n> cos(s—n) V2 -2 2—-2
2'4 8 2
o j I
N3 = - = = =
cos ((1;_24 3) n) cos (%T) VZ-ZI-\/E 2++2

Der Zahlerausdruck der ersten Stufe lautet daher

(1_%)(1_13%3)_(1— Z. \(1__ pzj \|_(2]'—P\2/j2+\/§)<2]+P\2/j2+\/§)
\ Vorw)\ Verw
4+ (2+V2)P?
4

Und der zweiten Stufe

(1‘%)(1‘13%)—(1‘ 7 vl— % \—<l—”fﬁ><l+” Zz;ﬁ)

- 2j
\ ")\ e
<2j—P\/2 —ﬁ) <2j+P\/2 —ﬁ) _ 4+ (2-V2)P?
2j 2j - 4

Fiir e = 0,1 (Sperrtiefe mindestens - 20 dB)

1

Ppy = [_ sin <(2k2+ 1) _ (%)) - sinh <% - aresinh (%)) +j [COS ((2k2+ 1) ' (%)> - codh <% et (%))]

Ppo = [_ sin <(2 : 02 + 1) _ @) - sinh (% - aresinh (%)) +j- [cos <(2 - 02 + 1) _ @) - cosh (% - aresinh % ))]
1

+j- [cos (%) - cosh <% . aresinh(lO))]

Ppo == 1 -
[— sin (%) - sinh <1' aresinh(lO))

1
P =
PO _0,3144669 + j - 1,1957940

Tl @) sl e G o @) o )
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1

— sin (%T) - sinh <% aresinh(lO))] +j- [cos (%T) - cosh <% aresinh(lO))]

PP1=[

1
Pp, =
P17 —0,7591903 + j - 0,4953141

1

Prz2 = [_ sin <(2 2+41) @) - sinh (% - aresinh (%)) +)- [cos <(2 241y, @) - cosh (% - aresinh % ))]

o 1
P2 = :
[— sin (%T) - sinh <% aresinh(lO)) +j- [cos (5@”) - cosh <% aresinh(lO))]
P - 1
P2 ™ _0,7591903 — j - 0,4953141
b 1
P3 =
— sin (%) ] sinh| 7 aresinh (7= +j-|cos| |—=—) - (5) ] cosh| = aresinh|+=
[ sin((B5)- (5)) s (- avesinn (7)) - [oos (B-52) - () conh (- aresinn (i) )|
p 1
P3 =
[— sin (%T) - sinh <% aresinh(lO))] +j- [cos (%T) - cosh <% aresinh(lO))]
1
Pp3

= 20,3144669 — j - 1,1957940

Daher lautet die Ubertragungsfunktion der ersten Stufe

_ PN, __P 4+ (2 ++2) P?
H(P) = (1 PNO) (1 PN3) _ 4
P P
(1- m) (1- p—,,g) . p ) P
- T - T
—0,3144669 +J - 1,1957940 —0,3144669 — j - 1,1957940
44 (2 2) P?
HeP) +(2++2)

~ 4(1—P(—0,3144669 + j - 1,1957940))(1 — P(—0,3144669 — j - 1,1957940))

4+ (2+2) P?

H(P) =
(P)=45251574 P+ 611525 P2

Und der zweiten Stufe
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(1_L>(1_L) 4+(2;\/§)P2

_ Pny Pna/
HP) = (1_L)(1 _L) B
Ppy Pp; 1— P 1— P
1 1
=0,7591903 +j - 0,4953141 =0,7591903 —j - 0,4953141
4+ (2—-+2)P?
H(P) = ( )

4(1 - P(-0,7591903 + j - 0,4953141))(1 — P(—0,7591903 — j - 0,4953141))

4+ (2 —+2)P?

H(P) =
P) 4 +6,07352 - P + 3,28682 - P?

Berechnung des Korrekturfaktors

1 1
a= = = 0,7732206

arecosh (%) cosh (%h(l()»

cosh
n

Die auf den - 3 dB Punkt normierte Ubertragungsfunktion lautet daher

H(P) = 4+ (2 ++2)-0,7732206% - P? 4+ (2 -+2)-0,7732206% - P?
"~ 4+2,51574-0,7732206 - P + 6,11525 - 0,77322062 - P> 4 + 6,07352 - 0,7732206 - P + 3,28682 - 0,7732206 - P*
H(P) 4+ 2,041256 - P? 4+ 0,3502242 - P?

4+ 1,9452220 - P + 3,6561251 - P? 4+ 4,6961708 - P + 1,9650914 - P*

Die Amplitudenfunktion lautet daher

HP) = 4+ 2,041256- j2-N? 4+ 0,3502242 - j* - 0?
|44+ 1,9452220-j -2 4 3,6561251 - j2- 02 4+ 4,6961708 - j - 2 + 1,9650914 - j% - 02
HP) = 4 —2,041256 - N? 4 —0,3502242 - 0?
"~ [4+41,9452220-j - 2 —3,6561251- 0% 4+ 4,6961708-j - 2 — 1,9650914 - 2
10 Amplitudenplot n=4 ¢ = 0,1

08

06}

04

0.2
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Die Polstellen fiir e = 0,01 (Sperrtiefe mindestens - 40 dB)

1
Po, = =
" [— sin <(2k2+ 1) . (%)) - sinh <% - aresinh (%)) +j- [cos ((Zk; 1) . (%)) - cosh (% - aresinh (%))]
b 1
PO — 1
[— sin <(202—+1) : (%)) - sinh (% - aresinh (ﬁ)) +j- [cos ((2 - 02+ 1) . (%)) - cosh <% - aresinh (ﬁ))]
p 1
ro . (T . 1 . 1. . T 1 ,
[— sin (§) * sinh <Z . aresmh(lOO)) +j- [cos (§) - cosh <Z . aresmh(lOO))]
b 1
PO ™ _0,6686845 + j - 1,8600188
b 1
P1 — 1
[— sin <(212—+1) : (%)) - sinh (% - aresinh (ﬁ)) +j- [cos ((2 - 12+ 1) . (%)) - cosh <% - aresinh (ﬁ))]
P 1
PO Bm L (1 . .. 3 1 .
— sin (@) * sinh z aresinh(100) || +j - |cos (@) - cosh z aresinh(100)
P 1
P17 _1,6143471 +j - 0,7704450
P = 1
P2 =
[— sin <(#) : (%)) - sinh (4 - aresinh (ﬁ))] +j- [cos ((2 - 22+ 1) . (%)) - cosh <% . aresinh (O,%))]
P 1
P2 . (5m\ . 1 , . 5t 1 .
— sin (?) » sinh i aresinh(100) || +j - |cos (?) * cosh Z aresinh(100)
P 1
P2 ™ _1,6143471—j - 0,7704450
P = 1
P3 = :
—sin ' -|) ) sinh{ - aresinh(555) )| +J - |cos ' “|7) |- cosh| 5 -aresinh (555
|- sin ((B5) - (5)) s (5 aresinn (7)) - cos ((B52) - (5)) - cosh (- arestnt (g7) )|
P — 1
N . .. 7 1 .
— sin (@) * sinh z aresinh(100) || +j - |cos (@) - cosh z aresinh(100)

1

Pper =
P3 ™ _0,6686845 — j - 1,8600188
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Daher lautet die Ubertragungsfunktion der ersten Stufe

IR AY N & 4+ (2+2)P?
) (1-7-)(1-72) _ —
P P
(1-7.)(1-5) . P ) P
- 1 - 1
—0,6686845 + - 1,8600188 —0,6686845 — ] - 1,8600188
44 (2 ++2) P2
HEP) = +(2+v2)

4(1— P(—0,6686845 + j - 1,8600188))(1 — P(—0,6686845 — j - 1,8600188))

4 4 3,4142136 - P?

H(P) =
P =13 5,34948 - P + 15,6272 - P?
1+ 0,8535534 - P2
H(P) = >
1+1,33737-P +3,9068 - P
Und der zweiten Stufe
P P 4+ (2—-+2)p?
o) 0org) e
HP) = P PN
(1 - P_m) (1 - P_Pz) P P
1= T 1= T
(—1,6143471 +j - 0,7704450) (—1,6143471 —j - 0,7704450)
HP) = 4+ (2—-+2)P?
 4(1—P(~1,6143471 + j - 0,7704450))(1 — P(—1,6143471 — j - 0,7704450))
1+ 0,1464466 - P*
H(P) =

(1 - P(—1,6143471 +j - 0,7704450))(1 — P(—1,6143471 — j - 0,7704450))

14 0,1464466 - P2
14 3,22869 - P + 3,1997 - p?

H(P) =

Berechnung des Korrekturfaktors

1 1
a= = =0,496710

arecosh (%) cosh (M)

cosh
n

Die auf den - 3 dB Punkt normierte Ubertragungsfunktion lautet daher

1+ 0,8535534 - 0,496710% - P? 1+ 0,1464466 - 0,496710% - P2

H(P) = .
®) 1+ 1,33737-0,496710 - P + 3,9068 - 0,496710% - P> 1+ 3,22869 - 0,496710 - P + 3,1997 - 0,496710% - P?

14 0,2105894 - P2 14 0,0361314 - P2

H(P) = .
P 1+ 0,6642850 - P + 0,9638889 - P> 1+ 1,6037226 - P + 0,7894326 - P?
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Die Amplitudenfunktion lautet daher

~ |14 0,6642850 -j-02+09638889 - j>- 02 1+ 1,6037226 -0+ 0,7894326 - j2- 'Qzl

H(P)| = 1—0,2105894 - 0? 1—0,0361314 - 2*
" |1+0,6642850 - j - 2 — 0,9638889 - 2> 1+ 1,6037226 - j - 2 — 0,7894326 - 0>
1 Amplitudenplot n=4 ¢ = 0,01

08

0.6

04

02

Die Polstellen fiir e = 0,001 (Sperrtiefe mindestens - 60 dB)
1
Fric = 2k+1\ (m 1 1 2k+1\ (m 1 1
[— sin <( ) ) . (ﬁ)) - sinh <ﬁ - aresinh (E))] +j- [cos (( > ) : (ﬁ)) - cosh (ﬁ - aresinh (E))]
1

[— sin <(#) : (%)) -sinh @ - aresinh (ﬁ))] +j- [cos <(#) : (%)) - cosh G - aresinh (ﬁ))]

1

Ppy =

Ppy =
[— sin (%) - sinh <% aresinh(lOOO))] +j- [cos (%) - cosh <% . aresinh(lOOO))]
P 1
PO ™ _1,2509670 + j - 3,1582537
1
Ppy =

() 3 s (- aresiun (o) |- [eos B () ot (§-areson ()|

1

PPl - =
[— sin (:%T) * sinh <% aresinh(lOOO)) +j- [cos (%T) * cosh <% aresinh(lOOO))]
P 1
P17 _3,0201015 +j - 1,3081915
1
Pp, =

[-sin(Z52) - ()-snn (3 aresinn (i) )| eos ((252) - (3)) - cosn (3 aresinn (537) )|
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1

— sin (%T) - sinh <% aresinh(lOOO))] +j- [cos (5@”) - cosh <% aresinh(lOOO))]

PP2=[

1

Py, =
P2 ™ _3,0201015 —j - 1,3081915

on (50 o (- arson ) 1o (B2 ) (-arsos )|
1

+j- [cos (%T) - cosh <% aresinh(lOOO))]

Ppy =

Pp3 == 7 1 -
[— sin (?n) - sinh <1' aresinh(lOOO))

_ 1

© —1,2509670 —j-3,1582537

Pp3

Daher lautet die Ubertragungsfunktion der ersten Stufe

H(P)=(1—PL;O)(1—PLI;3)= M

P P
(- [, p - p
1 1
(—1,2509670 + j - 3,1582537) (—1,2509670 — j - 3,1582537)

1+ 0,8535534 - P2

H(P) =
(P) 1 + 2,50193-P + 11,5395 p2
Und der zweiten Stufe
(-2 (-2 4+ (2D
_ PN1 PNZ _ 4
HP)="—F PN "
(-m)-m) [, p - p
1 1
(—3,0201015 + - 1,3081915) (—3,0201015 — - 1,3081915)
1+ 0,1464466 - P?
H(P) =

(1 - P(-3,0201015 + - 1,3081915))(1 — P(—3,0201015 — j - 1,3081915))

1+ 0,1464466 - P?

H(P) =
P 1 + 6,0402-P + 10,8324 - P?

Berechnung des Korrekturfaktors

1 1
a= = = 0,2925286

arecosh (%) osh (arecosZ(lOOO))

cosh
n
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Die auf den - 3 dB Punkt normierte Ubertragungsfunktion lautet daher

1+ 0,8535534 - 0,29252867 - P2
H(P) =

1+ 0,1464466 - 0,29252867 - P?

1 4 2,50193-0,2925286 - P + 11,5395 - 0,29252867 - P2

1+ 0,0730411 - P2

1+ 6,0402 - 0,2925286 - P + 10,8324 - 0,2925286% - P>

1+0,01253187 - P?

H(P) =
() =13 0731886 - P + 09874694 - P2

Die Amplitudenfunktion lautet daher

HP)| = | 1+ 0,0730411 - j*- 0?

1+ 1,7669312- P + 0,9269608 - P?

1+ 0,01253187 - j* - 0?

|1 + 0,731886 - j - 2 + 0,9874694 - j* - 0?

1-0,0730411- 07

1+ 1,7669312 -j -2 + 0,9269608 - j* - 0*

1-0,01253187 - 0?

HP)| =
IH(P)] 1 + 0,731886-j - 2 — 0,9874694 - ?

0.8
0.6
04

0.2

1+ 1,7669312 - j - 2 — 0,9269608 - 2*

Amplitudenplot n=4 ¢ = 0,001
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6.3.4. Das elliptische oder Cauer - Filter

6.3.4.1. Grundlagen

6.3.4.1.1. Die Ubertragungsfunktion des Cauer - Tiefpasses

Die Ubertragungsfunktion eines Cauer - Tiefpasses (auch Zolotarev Filter genannt) der Ordnung
n ist gegeben durch:

1

G, () =
@ J1+e2-R2(&,0)

Wobei Ry (§,(1) eine rational elliptische Funktion der Ordnung n ist. Der Faktor € ist ein Parameter,
welcher primér die Welligkeit der Ubertragungsfunktion beeinflusst. Der Parameter £ beeinflusst
die Selektivitat des Filters.

Offensichtlich ist das zentrale Element dieser Ubertragungsfunktion die rational elliptische
Funktion der Ordnung n: R.(§, x). Da diese weder intuitiv noch trivial ist, miissen wir die
zugrundeliegende Mathematik ein wenig kennenlernen.

6.3.4.1.2. Meromorphe Funktionen

Meromorphieé® ist eine Eigenschaft von bestimmten komplexwertigen Funktionen, die in der
Funktionentheorie behandelt werden.

Fiir viele Fragestellungen der Funktionentheorie ist der Begriff der holomorphen Funktion zu
speziell. Dies liegt daran, dass der Kehrwert 1/z einer holomorphen Funktion f(z) an einer
Nullstelle von z eine Definitionsliicke hat und somit dort auch nicht komplex differenzierbar ist.
Man fiihrt daher den allgemeineren Begriff der meromorphen Funktion ein, die auch isolierte
Polstellen besitzen kann. Meromorphe Funktionen lassen sich lokal als Laurentreihen mit
abbrechendem Hauptteil darstellen.

Definition auf den komplexen Zahlen: Es sei D eine nichtleere offene Teilmenge der Menge C der
komplexen Zahlen und P; eine weitere Teilmenge von C, die nur aus isolierten Punkten besteht.
Eine Funktion f(z) heifdt meromorph, wenn sie fiir Werte aus D\Ps definiert und holomorph ist
und fiir Werte aus Pt Pole hat. P wird als Polstellenmenge von f(z) bezeichnet.

Beispiele:

Alle holomorphen Funktionen sind auch meromorph, da ihre Polstellenmenge leer ist.

Alle rationalen Funktionen sind meromorph. Die Polstellenmenge ist hier jeweils eine Teilmenge
der Nullstellenmenge des Nennerpolynoms.

Die Funktion e”(1/z) ist nicht auf ganz C (und auf keiner Umgebung von 0) meromorph, da 0
keine Polstelle, sondern eine wesentliche Singularitit dieser Funktion ist.

69 Aus https://de.wikipedia.org/wiki/Meromorphe Funktion, letzter Zugriff 03.12.2021.
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6.3.4.1.3. Gitter
Ein Gitter”0 (engl. lattice) in der Mathematik ist eine diskrete?! Untergruppe des euklidischen
Raums. Gitter finden Verwendung u. a. in der Gruppentheorie, der Geometrie und bei

Approximationsfragestellungen.

Die einzelnen Elemente eines Gitters heifden Gitterpunkte oder Gittervektoren.

6.3.4.1.4. Elliptische Funktionen?2

Im mathematischen Teilgebiet der Funktionentheorie sind elliptische Funktionen spezielle
meromorphe Funktionen, die zwei Periodizitidtsbedingungen erfiillen. Elliptische Funktionen
heifden sie, weil sie urspriinglich von elliptischen Integralen abstammen. Diese wiederum treten
bei der Berechnung des Umfangs einer Ellipse auf.

Wichtige elliptische Funktionen sind die Jacobischen elliptischen Funktionen und die
Weierstrafdsche g - Funktion (auch Weierstrafs - p - Funktion genannt).

Definition

Eine elliptische Funktion ist eine meromorphe Funktion, fiir die zwei R - linear unabhangige
komplexe Zahlen w; und w; € C existieren, sodass gilt:

VZEC: f(z+wi) =f(@)und f(z+ wy) = f(2)
Elliptische Funktionen haben also zwei Perioden und werden deshalb auch als doppeltperiodisch
bezeichnet.
Periodengitter und Grundmasche
[st f eine elliptische Funktion und sind w1 und w; die Perioden, so gilt
fz+y) =f(2)

fiir jede Linearkombination

y=m-w;+n-w, | mnez
Die abelsche Gruppe aller méglichen Linearkombinationen

A=m-w;+n-w, | mn €Z

heifst das Periodengitter. Es ist ein vollstandiges Gitter in C.73

70 Aus https://de.wikipedia.org/wiki/Gitter (Mathematik) , letzter Zugriff 03.12.2021.

71In der Mathematik heif3t ein Raum diskret, wenn es zu jedem Punkt Umgebungen gibt, so dass kein
anderer Punkt in der Umgebung liegt. Anschaulich liegen die Punkte im Raum isoliert.

72 Aus https://de.wikipedia.org/wiki/Elliptische Funktion, letzter Zugriff 03.12.2021.

73 Zum Thema der Vollstdndigkeit von Gittern siehe

https://wikide2.com/wiki/Lattice (order)#Properties of lattices, letzter Zugriff 03.12.2021.
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Das von w: und w; aufgespannte Parallelogramm heif3t Grundmasche oder auch
Fundamentalbereich. Geometrisch wird also die komplexe Ebene mit Parallelogrammen
gekachelt. Alles, was in der Grundmasche passiert, wiederholt sich in jeder anderen.

6.3.4.1.4. Von der Bogenldnge der Ellipse zum elliptischen Integral

Dies gelingt besonders intuitiv ausgehend von der Parameterform der Ellipse

Lo _ (a-cos(y)
*W) = (b . sin(t/)))

Die Bogenlange, im ersten Spezialfall der Umfang, berechnet sich mit dem Linienintegral 1. Art zu

2T 2T
U= f X)) | dy = f \/az - sin®(y) + b? - cos*(y) dy
0 0

Aus Symmetriegriinden teilen wir die Kurve

z
U= 4- a? - sin®(y) + b? - cos*(y) dy
I

Ziehen die kleine Halbachse heraus

2 \/ 12
U= 4- fb- <?-sin2(1/)) + cosz(lp)> dy
0

Die Konstante b vor das Integral schreiben, Cosinus als Sinus ausdriicken

2\] .2
U= 4-b- J <? -sin®(y) + (1 — sinz(v,b))> dy
0

Assoziativgesetz

7\/ 22
U=4-b-f <F—1>-sin2(lp)+1dl/)
0

2

b2 b

<
Il
S
o
ongm
2
[S=N
+
/-~
Q
N

) - sin*(y) dyp

2 a2 — b2
U=4-b-f 1+< 2 )-sinz(v,b)dtp
0
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Vorzeichen umdrehen

Das ist bereits ein vollstdndiges elliptisches Integral II. Art in der Legendre - Normalform in der
Konvention mit dem Parameter m7+

A

2
E(m) = J\/l—m-sinz(ﬁ)dﬁ
0

Wobei offensichtlich gilt

Die Funktionswerte der vollstindigen elliptischen Integrale hangen ausschliefflich vom
Parameter k bzw. m ab, hier am Beispiel des vollstandigen elliptischen Integrals erster Art7s

T

2
de
K(k) =
() Of\/l—kz-sinz((p)

Daneben werden oft die sogenannten komplementdren Parameter

K= 1-k
sowie
m, = k’?
verwendet. Somit folgt fiir das komplementére vollstandige elliptische Integral mit Parameter m
K'(m) =K1 —m)
Daraus ergibt sich das komplementére vollstandige elliptische Integral
n

de

2
) =
o Of\/l—(l—kz)-sinz(cp)

Die konkrete Berechnung der Funktionswerte kann sehr effizient mit dem AGM - Algorithmus
erfolgen. AGM bedeutet ,Grenzwert des iterierten arithmetisch - geometrischen Mittelwertes®“.
Im Folgenden stellt a den arithmetischen Mittelwert und b den geometrischen Mittelwert dar. In
der Praxis zeigt sich, dass bei Verwendung von double - precision Variablen mit ungefahr 16

74 https://de.wikipedia.org/wiki/Elliptisches Integral#Umfang einer Ellipse, letzter Zugriff 13.12.2021
75 Aus: https://de.wikipedia.org/wiki/Jacobische elliptische Funktion, letzter Zugriff 19.12.2021.
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dezimalen Nachkommastellen die Wahl von n = 4 Rekursionsschritten die besten Ergebnisse
liefert. Bei n > 4 sinkt die Genauigkeit aufgrund von Rundungsfehlern.

Als Anfangswerte verwendet man

bO = 1 - kz
Die Rekursionsgleichungen lauten dann

a, + b,

bpi1 =+/an - by

Die Funktionswerte des vollstandigen elliptischen Integrals berechnen sich dann zu

A

2
do yia yia
K(k):f = =—
S 1=K sin’(e) 27 liman 2 lim by

Versuch: k = 0,5. Die konkrete Berechnung erfolgte hier mit dem Windows - Rechner.
ag = 1

by =+/1— 0,25 = 0,866

ag + by
a1 =

= 0,93301270189221932338186158537647

by =./ay - by = 0,93060485910209959894121874698321
2 Nachkommastellen

a, + by

a, = =0,9318087804971594611615401661798

b, =./a; - b; = 0,9318080027478182263688475399929
6 Nachkommastellen

a, + b,

=0,9318083916224888437651938530855

b; = ./a, - b, = 0,93180839162240769859049517882027
13 Nachkommastellen

as + bs
a4 =

= 0,9318083916224482711778445159526
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b, = \/az - bz =0,9318083916224482711778445150693

27 Nachkommastellen - konvergiert wirklich schnell!

8
K(0,5) == = 1,685750354812596
©.5) 2-0,931808391622448271177844515

Die Funktionswerte des vollstandigen elliptischen Integrals erster Art sind in Wolfram Alpha iiber
den Befehl K(m) bzw. ganz korrekt EllipticK(m) zuginglich. Man beachte wiederum, dass hier der
Parameter m verwendet wird!

Eine wichtige Anwendung dieser vollstindigen elliptischen Integrale ist die Berechnung der drei
grundlegenden Jacobischen Funktionen: Die Funktionen sn und cn kénnen unter der Bedingung
0 < k < 1 mit Summenreihen aus Quotienten von Hyperbelfunktionen definiert werden.

Die zugehorige Anwendung des unvollstandigen elliptischen Integrals II. Art ergibt sich, indem
die obere Integrationsgrenze als Variable |y wie im Folgenden angesetzt wird. Damit ergibt sich
die Bogenlange s der Ellipse in Abhdngigkeit vom Parameter . { ist in dieser Form ein Winkel!

Die Funktionsgleichung einer Ellipse in Polarkoordinaten lautet

x = acos(p)
y = bsin(gp)

Die Bogenlange ist dann wie schon beim vollstdndigen Integral gezeigt

P P
s) = [FTFyEdp = [ (@ s + G cos@)? do =
0 0

Y Y
f \/az -sin®(¢p) + b2 - cos*(p) dop = f \/az -sin®(p) + b% - (1 — sin®(p)) do
0 0

4 4
J \/az -sin®(@) + b2 — b2 - sin®(p) dp = J \/bz + a? - sin®(p) — b2 - sin®(¢p) do
0 0

Y Y
f\/b2+ (a? — b?) -sin*(p) do = b-f\/1+ w -sin%(¢p) do
0

0

4 b2 — a2\ 4 a?\
S(l/))=b'E(1/J|m)=b'f 1—( 2 )-smz((p)d(p=b-f 1—<1—?>-51n2((p)d(p
0

0

Wobei gilt
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Alternativer Weg:

Die Ellipse in erster Hauptlage wird durch die Funktion

beschrieben.

Die Lange eines Kurvenstiicks ist allgemein
X2
L= f V14 (x)?dx
X1

Ableiten, wir verwenden nur den positiven Zweig
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; b2x?
L(x)=f 1+m dx

0

¢ lat—az. x2 b2x*

L(x) = f 4 _ 2. 42 a4—a2-x2 dx
0
a* + b*- x* — a? - x2
L(x) =f TR — dx
0

: a* + (b2 —a?) - x?
L(x) =f dx
0

—a? . x2

x 1— 2) x2
-z
L(x) =f a” dx
g 1-%
Substitution
2 x?
t =?
X 1_(a2 bz)
)
L = dt
) f 1-—t?
0
Mit
(a® = b?)
-

ist dies das unvollstdndige elliptische Integral II. Art in der Jacobi - Form in der Konvention mit

Parameter m:
X
g B J 1—m-t? it
(x’ m) - 1 _ tZ
0
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Der intuitive Zugang

Das elliptische Integral II. Art E(¢ | m) ist als einziges intuitiv zuganglich, ndmlich zusammen mit
der Lange der Nebenachse als Bogenlange einer Ellipse in Hauptlage. Das elliptische Integral I. Art
F(¢ | m) scheint als Zwischenergebnis bei der Berechnung der Oberfliche eines triaxialen
Ellipsoids?¢ auf und ist meines Wissens nach nicht intuitiv darstellbar.

Zum Vergleich die Werte der unvollstandigen elliptischen Integrale 1. Art und 2. Art

® F(p|0.5) E(p | 0.5) Bogenldnge =b - E(¢ | 0.5)
0 0 0 0

0.1 0.100083 0.0999168 0.141304
0.2 0.200667 0.199337 0.281905
0.3 0.302255 0.297775 0.421118
0.4 0.405352 0.394774 0.558294
0.5 0.510467 0.489911 0.692839
0.6 0.618108 0.582817 0.824228
0.7 0.728770 0.673189 0.952033
0.8 0.842920 0.760801 1.07594
0.9 0.960966 0.845523 1.19575
1.0 1.08322 0.927330 1.31144
1.1 1.20983 1.00632 1.42315
1.2 1.34073 1.08272 1.53119
1.3 1.47558 1.15688 1.63608
1.4 1.61368 1.22929 1.73848
1.5 1.75404 1.30054 1.83924
m/2  1.85407 1.35064 1.91010

Man erkennt die erheblichen Unterschiede.

76 Siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Ellipsoid#0berfl%C3%A4che eines triaxialen Ellipsoids, letzter
Zugriff 26.02.2022.
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Umrechnung der Darstellungen der elliptischen Integrale

Die Jacobi - Form lasst sich mit der Substitution

t = sin(9)

in die Legendre - Normalform iiberfiihren. Die Berechnung gelingt elementar.

1
1—k*-t?
B0 = [ [
0
d

t
i cos(6)

dt = cos(0) do

arcsin(1)

1 —k? - sin?(0)

E(k) = J ) oS0 ds
0

% 2 .2
EK) = J Jl_fos'zigl) © os(6) do
0

7
E(k) = J\/1 — k% - sin*(0) do
0
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6.3.4.1.5. Definition der Jacobischen Funktionen als Umkehrfunktionen elliptischer Integrale

Eine Jacobische elliptische Funktion?” kann als eindeutige Umkehrfunktion des unvollstidndigen?8
elliptischen Integrals erster Art definiert werden. Dies ist die iibliche und vielleicht
verstdndlichste Definition. Sei k ein gegebener Parameter mit 0 < k < 1, und sei diese Formel
glltig:

z(¢|k>—u—f ©  _rein
I N e O

Dann sind die Jacobischen elliptischen Funktionen sn, cn und dn durch jene Formeln gegeben:
Der Sinus Amplitudinis e

sn(z | k) = sin(¢p) = sin(am(u | k))
Der Cosinus Amplitudinis

cn(z | k) = cos(¢p) = cos(am(u | k))

Und das Delta Amplitudinis

dn(z | k) = \/1 — k?* - sin?(¢)

Der Winkel ¢, der die Gleichung erfiillt

¢
(@10 = [ ——=—
4 J1—Ik? - sin*(8)
wird als Jacobi - Amplitude am bezeichnet und es gilt7°:
am(z | k) = ¢

Logischerweise gilt der Zusammenhang

doe

m - sin®(0)

¢
2(p,m) = F(,m) =
[

Und im Spezialfall

77 Aus https://de.wikipedia.org/wiki/Jacobische elliptische Funktion, letzter Zugriff 12.12.2021. Siehe
dazu auch https://en.wikipedia.org/wiki/Jacobi elliptic functions, letzter Zugriff 16.12.2021.

78 Die unvollstandigen elliptischen Integrale besitzen im Vergleich zu den vollstiandigen elliptischen
Integralen einen zusétzlichen Freiheitsgrad, welcher der oberen Integrationsgrenze entspricht. Aus
https://de.wikipedia.org/wiki/Elliptisches Integral, letzter Zugriff 12.12.2021.

79 Man beachte die Argumente der Funktionen! Gerade bei niedrigen Werten von @ verwechselt man leicht
@ und z!
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daher

T[

g
Z(E = fm) = f\/l m - sin?(0)

Die dicke schwarze Linie in der Grafik ist der Ellipsenbogen8?. Man beachte, dass b > a = 1 ist.
Damit ist sichergestellt, dass 0 < k < 1 ist81, Fiir k = 0 wird die Ellipse zum Einheitskreis. Fiir k =
1 geht K(k) tatsachlich nach unendlich, aber eben erst wenn k genau 1 ist. Selbst fiirk =1 - 10-15
ist K(k) ,nur” etwa 18 und b ebenso etwa 18.

Die Bogenldange am(z;k) ist die Amplitude, hier dunkelrot gezeichnet. Der Winkel zur Amplitude
ist @ = ¢(z) oder ganz genau ¢(z, k). Der Einheitskreis ist schwarz punktiert dargestellt. Die
beiden Funktionswerte sn und cn beziehen ihre Argumente aus dem Winkel zur Amplitude, und
werden wie im trigonometrischen Fall auf dem Einheitskreis aufgetragen. Die blaue Linie Z hat
mit z(¢, k) zu tun, ist aber nicht genau das unvollstindige elliptische Integral, da dieses nicht
intuitiv ist! Siehe den vorherigen Abschnitt.

Zur Darstellung des Delta Amplitudinis gibt es mehrere Varianten. Hier verwenden wir die
Definition

dn(z; k) = Jl — k* - sin®*(¢)

Daher kurz

dn? = 1 — k? - sin?(¢)
und

dn® + k* - sin®*(¢p) = 12
Die Erginzung zu 17 erfolgte, um den Pythagoras explizit darzustellen.
Die Bezeichnung ,Delta Amplitudinis“ zeugt von der Tatsache, dass diese Funktion die Ableitung
beziehungsweise der Differentialquotient der Jacobi - Amplitude ist82:
Es gelten gemafd Definition

¢(z) = am(z;k)

und

1) = [
' ) J1=k*-sin*(0)

80 Man beachte, dass sich die drei Typen der elliptischen Integrale nicht ineinander umrechnen lassen!
81 In manchen Darstellungen wird auch der Fall k = 0 ausgeschlossen.

82 Aus https://de.wikipedia.org/wiki/Jacobische elliptische Funktion, letzter Zugriff 26.12.2021. Die
beschriebene Herleitung folgt den Angaben aus: Ralf Hoppe: ,Elliptische Integrale und Funktionen nach
Jacobi“, S.12 & S.19.

270



Wir verwenden den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

— | { dt = f(x
Konkret in diesem Fall

az(qb;k)_if de _ !
0p  0¢) [Tk sin* (@) 1- K- sin’ ()

Und die Regel fiir Ableitung der Umkehrfunktion

dy 1
dy
Konkret in diesem Fall
o¢p(z) 1 1 _ \/ , . 5
oz dzd) 1 = [1—k*-sin“(¢)
d¢ J1—k? - sin*(¢)
Zusammengefasst
_0¢(2) _ 0 _ \/ 2 o2
dn(z; k) = T am(z; k) = |1 —k*-sin“(¢)

Eine fur die Praxis relevante Formel

Eine fiir die Praxis relevante Formel erhdlt man durch Umformung der Definitionsgleichung

fu dt
s A=t) Ak -t%)

z(u, k) =

Gemaf Definition gilt
u=sn(z(u, k)| k)
Daher

dt

k) 1 k) = k
sn(z(w, k) | k) = sn Of\/(l_tz)-(l—kz'tz)l

I
<

Ausprobieren: Willkiirlich m = 0,25 und Ry = 0,7
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0,7

dt
sn f | 0,25 | = sn(0,793683 | 0,25) = 0,7
JA—t2)-(1-0,25-t2)

0

Plausibel.

6.3.4.1.6. Eine Tiicke der Notation

Bei der Notation ist eine gewisse Inkonsistenz zu beachten: Die rational elliptischen Funktionen
werden in der Form

R, (§ %)
notiert. Der ,Modul“ steht also in der Liste der Argumente zuerst.
Bei den Jacobischen elliptischen Funktionen ist die Notation
pq(z | k)

tiblich. Der Modul steht hier also in der Liste der Argumente zuletzt. Dies gilt auch fiir die
unvollstandigen elliptischen Integrale

F(x|k)
E(x|k)

(x| k)
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6.3.4.1.7. Die Grenzfille der Jacobi - Funktionen

Fiir die Grenzfille k=0 und k=1 ergeben die Jacobi - Funktionen die (nichtelliptischen)
trigonometrischen Funktionen bzw. Hyperbelfunktionens3:

sn(z(¢);0) = sin z(¢)
cn(z(¢);0) = cos z(¢@)
dn(z(¢);0) =1

sn(z(¢);1) = tanh z(¢@)
cn(z(¢);1) =1/ cosh z(@)
dn(z(¢);1) =1/ cosh z(¢)

Mit diesen Definitionen wollen wir ein wenig spielen:

@i = | 49 = F(: )
31—k - sin*(0)

Fir k=0
¢ ¢
_ _a?_
z(p;0) = | — do =0|7 = ¢
[ fomme
Einsetzen
sn(z; k) = sin(¢)
Daher
sn(z; 0) = sin(z)
Fir k=1
2(¢: 1) = f ___4
' J /1 —sin*(0)
(i 1) = fd_@
5 /cos*(©)
! do
2 1) = Of 5
Nebenrechnung

83 Im Gegensatz zum Originaltext schreibe ich die Abhangigkeit von z der Klarheit wegen explizit.
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f dx fcosxdx f cosx dx
cos x cos?x 1 —sin?x

Substitution 84

u =sinx
du
— =COSX
dx
du
dx =
cos x

Einsetzen

cosX - du
f cosX _ J du
1—u? 1—u?
Aufgrund des Ergebnisses erwarten wir eine aretanh - Funktion8>. Diese Theorie liberpriifen wir
einmal. Zuerst bilden wir die Umkehrfunktion explizit aus der tanh - Funktion

h ey_e_y
X = tan =—
) eY+ eV

Substitution, nur der Ubersichtlichkeit wegen

wix+x=w?-1
wix —w?4+x=-1

wi(x—1)=-1—x

2_(1+x)
GRS
(1+x)

= T-n

Daher

84 Gemaf3 https://en.wikipedia.org/wiki/Bioche%27s rules, letzter Zugriff 15.12.2021.
85 Natiirlich kann man auch bequem in der Integraltafel nachsehen oder die Mathematiksoftware fragen.
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1+x). 1 ln<1+x>

y = aretanh(x) = In (1—x))=§' -

Daher

(aretanh (x)) = <% In (1 ti)) ’

1, Lk, 1 1 2 - 1 1
<E n(l—x)) _E'G-l-_x)'(l—x)z_(1+x)-(1—x)2_(1+x)-(1—x)_1—x2

(aretanh (x)) =17

Somit haben wir berechnet, was auch in der Integraltabelle steht

d
f 1 _uuz = aretanh (u) = aretanh (sin x)

Daher

¢
de
z(p; 1) = f c05(0) = aretanh (sin ©)| (g = aretanh (sin ¢) — aretanh (sin 0) = aretanh (sin ¢)

0

In diesem speziellen Fall interessiert uns aber der tanh (z(¢; 7))
tanh(z(¢; 1)) = tanh( aretanh (sin¢))

tanh(z((,b; 1)) = sin(¢) = sn(z; 1)

Jetzt die speziellen Werte des Delta Amplitudinis

dn(z;0) = Vi=1

dn(z;1) = ’1 — sin®(¢) = cos(¢)

0= (nfan(2+ )

1 1

cosh z(¢) ) cosh (ln |tan (% + %)l) = cos(®)
Weil
1
(), o )
2
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sin? (% +2

2 sin (E + %) cos (E + %)
sin (2 % +2 %)
sin (cj) + E)
cos(¢)
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6.3.4.1.8. Zum besseren Verstdndnis dieser etwas uniibersichtlichen Sachlage
Der Sinus Amplitudinis
sn(z; k) = sin(¢)

ist der Sinus des Winkels ¢, bei dem fiir einen gegebenen Modul m = k? das unvollstindige
elliptische Integral erster Art in der Legendre - Normalform mit Parameter m

2gim) = f 2
J J1—m-sin?(0)

den gewiinschten Wert z( ¢, m) annimmt.

Das probieren wir einmal praktisch aus.

Gesucht sei willkiirlich sn(2 | 0,25) mit Modul m. Gemafd WolframAlpha ist der Wert 0,962898.
Wie kommt man darauf?

¢
e)

2= j

. J1—0,25 - sin?(0)

Fiir die intuitive numerische Berechnung ersetzen wir das Integral durch eine Summe

¢ step A®

¢
- J de Z AG®
. J1—0,25 - sin?(0) &= \/1-10,25-sin*(0)
Die Berechnung ergibt bei A® = 1/1000 fiir ¢ = 1,844 einen Summenwert von 2,001.
WolframAlpha berechnet zu 1,99994. Da die Funktion in der Gréf3enordnung von linear ist, bildet
AO den Fehler. Zum Verstindnis geniigt dieses Ergebnis aber. Der Wert von

sin(¢) = sin(1,844) =0,962911

weicht von dem von WolframAlpha berechneten Wert fiir den Sinus Amplitudinis um lediglich 14
ppm ab. Passt.

Der Winkel ¢ = ¢ (z) = am(z;k) ist dabei die Amplitude. In diesem Fall gilt daher
am(z;m) = am(2;0,25) = ¢ ~1,84405

Passt. 86

Der Cosinus Amplitudinis dazu errechnet sich elementar zu

cos(¢p) = cos(1,84405) = —0,269865

86 Bei der numerischen Berechnung des Integrals findet man diesen Wert bei A® = 10-5. Die Berechnung
gelingt auch mit normalen PCs in Sekundenbruchteilen.
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6.3.4.1.9. Die Umkehrfunktionen der Jacobischen elliptischen Funktionen

Die Umkehrfunktionen der Jacobischen elliptischen Funktionen?8” sind dhnlich wie die inversen
trigonometrischen und hyperbolischen Funktionen definiert. Beispielsweise folgt

x =sn(& k) - & =arcsn(x, k)

Diese inversen Jacobischen elliptischen Funktionen kénnen als elliptische Integrale dargestellt
werden.88

fx dt
s A=A -k )

arcsn(x, k) =

arcen(x, k) = f dt
’ JJA-HA -k + k-6
arcdn(x, k) = f dt
' JJaA-E+ k-1

Zu deren Berechnung gibt es Reihenentwicklungen®®. Abgesehen davon ermdéglichen die
modernen PCs auch die einfache ,brute force” Berechnung.

6.3.4.1.10. Die abgeleiteten Jacobischen Funktionen
Von den drei elementaren Jacobischen elliptischen Funktionen sn, cn und dn werden weitere neun

abgeleitete Jacobische Funktionen gebildet. Fiir uns ist nur die Funktion Cosinus Delta
Amplitudinis von Interesse. Fiir diese gilt in der Konvention mit k

dtu | 1) = cn(u | k)
cdullo = FaTe
bzw. in der Konvention mit m
cn(u | m)
cd(u|m) = —dn(u m)

Fiir die anderen abgeleiteten Jacobischen Funktionen lese man beispielsweise?0

87 Aus https://en.wikipedia.org/wiki/Jacobi elliptic functions#Inverse functions, letzter Zugriff
23.01.2022.

88 Siehe auch https://dImf.nist.gov/22.15#ii, letzter Zugriff 30.04.2023.

89 Siehe B. C. Carlson: Power series for inverse jacobian elliptic functions. In: ,Mathematics of
Computation, Volume 77, Number 263, July 2008, Pages 1615 - 1621“.

90 https://de.wikipedia.org/wiki/Jacobische elliptische Funktion#Die abgeleiteten Jacobi-Funktionen,
letzter Zugriff 08.02.2022.
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6.3.4.1.11. Zugang in Wolfram Alpha

Man beachte, dass in WolframAlpha ausschliefilich die Konvention mit m verwendet wird! Zur
Umrechnung gilt
m = k?

Die Funktionswerte des vollstandigen elliptischen Integrals erster Art sind in Wolfram Alpha iiber
den Befehl

EllipticK(m) oder kurz K(m)

zuganglich. Man beachte wiederum, dass hier der Parameter m verwendet wird!

Die Werte der Sinus Amplitudinis Funktion sind in WolframAlpha tiber den Befehl
JacobiSN[u,m] oder kurz sn(u,m) oder sn(u | m) zugéanglich.

Dabei gilt sn(u) = sin(@) wobei @ = am(u | m).

Die Werte der Cosinus Amplitudinis Funktion sind in Wolfram Alpha iiber den Befehl

JacobiCN[u,m] oder kurz cn(u,m) oder cn(u | m) zuganglich.

Die Werte der Delta Amplitudinis Funktion sind in Wolfram Alpha iiber den Befehl

JacobiDN[u,m] oder kurz dn(u,m) oder dn(u | m) zugénglich.

Die Werte der Amplituden - Funktion sind in Wolfram Alpha tiber den Befehl
JacobiAmplitude[u,m] oder kurz am(u,m) oder am(u | m) zugéanglich.

Die Werte der abgeleiteten Jacobischen elliptischen Funktion Cosinus Delta Amplitudinis sind in
WolframAlpha tiber

JacobiCD(u|m) oder kurz cd(u | m) zuganglich.

Dabei entspricht u dem z und m dem k* in der Konvention mit Parameter m. Der Algorithmus
verarbeitet auch Werte fiir m > 1 sowie m < 0.

Die verwendeten Reihenentwicklungen sind auf 9! nachzulesen. Uber die Kkorrekte
Parametrierung lese man92.

91 https://functions.wolfram.com/EllipticFunctions/JacobiSN/06/01/01/
92 https://reference.wolfram.com/language /tutorial /MathematicalFunctions.html#7229
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Die allgemeinen Werte des Sinus Amplitudinis sind auch ausgehend von den Werten der
vollstandigen elliptischen Integrale K(m) und K’=K(1 - m) zugénglich. Man lese beispielsweise%3.

Die Werte der inversen Jacobischen elliptischen Funktionen sind in WolframAlpha iiber die
Befehle

InverseJacobiSN(v|m) oder kurz sn”(-1)(v|m)

InverseJacobiCN(v|m) oder kurz cn”(-1)(v|m)

InverseJacobiDN(v|m) oder kurz dn”(-1)(v|m)

InverseJacobiCD[v,m] oder kurz cd"(-1)(m|x)

zuganglich. Dabei scheint zu beachten, dass die Schreibweise unterschiedlich empfindlich ist.
Meist ist statt der vertikalen Linie auch ein Komma zulassig, auch bei den Klammern gibt es einen

gewissen Freiraum. Gegebenenfalls ausprobieren! Unbedingt zu beachten ist wiederum die
Konvention mit m! Und natiirlich das amerikanische Dezimalformat mit Dezimalpunkt.

93 https://arxiv.org/pdf/1803.05017.pdf, letzter Zugriff 16.12.2021.
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6.3.4.1.12. Die Definition der rational elliptischen Funktion

Nach dieser langlichen Vorbereitung wollen wir uns den eigentlichen rational elliptischen
Funktionen ndhern.

Eine bestimmte rational elliptische Funktion wird durch ihre Ordnung n und einen reellen
Selektivfaktor & > 1 charakterisiert. Formal sind die rational elliptischen Funktionen mit dem
Parameter x definiert als:

Kk (E) 1) 1

R,(&(,x)=cd| n- ~arccd | x| =
)

§/ " Ln

Dabei ist K(k) das vollstdndige elliptische Integral erster Art, cd die abgeleitete Jacobische Cosinus
Delta Amplitudinis Funktion

cn(ulk)

cdull) = G

und
arccd(ulk) = cd™(ulk)
die inverse Jacobische Cosinus Delta Amplitudinis Funktion.

Des Weiteren beachte man, dass die Argumente in obiger Formel in der Konvention K(k) sowie
cd(u]k) notiert sind. Zur Berechnung mittels WolframAlpha (Konvention K(m) sowie cd(u|m))

gilt daher
2
o AT
Ry(§,x)=cd|n K(%)z arccd (X|€2>| Ln(f)z/

Man erkennt leicht die formale Ahnlichkeit mit den Tschebyscheff - Polynomen,

cos(n -arccos(x)) fir0 <x <1
cosh(n -arecosh(x)) furx > 1

T = |
die fiir den Grenzwert § — oo aus den rational elliptischen Funktionen hervorgehen.
Elim R,((,x) =T,

Ln(§) stellt einen Diskriminierungsfaktor dar, welcher fiir |x| = & gleich dem Kleinsten
Betragswert von Ry (§, x) ist%%. Es gilt

Ly (§) = Rn(§,8)

94 Bild aus
https://en.wikipedia.org/wiki/Elliptic rational functions#/media/File:Rational Elliptic Function (abs, n
=3, x=(0,5)).svg, letzter Zugriff 23.01.2022.
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| [ [ | [
0 1 E 2 3 4 5
X

L) =1 = =
I PR S [ S S
1= [1-7 1 /52 =
i_}_l 52_1
L2(5)=§ i )
grgve Tl
S+ E -1
L) = =
(5+,/§2—1)(5+w/§2—1) (€+~/52—1)(€+~/§2—1)

12@)=(§_J?ﬁ;0(5+dgr:;)= (- -1)

L(§) = <€ + &% - 1>2

n = 3. Dafiir ist die Berechnung von Zwischenvariablen erforderlich:

0 =0 (=)

mit

G = Jag + (452 - D)
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. 2.52.\/6
V8 2@ +1)+12.6-22 -6 -6

X

p

n = 4 funktioniert wieder direkt
4
Ly(9) = (J? + 4/52 - 1) (e + /fz — 1) 2

6.3.4.1.13. Die Darstellung der rational elliptischen Funktionen durch analytische Funktionen
Filir Ordnungen in der Form

n = 22 . 3Pmita,b € Ny
konnen die rational elliptischen Funktionen durch analytische Funktionen ausgedriickt werden.

Fiir gerade Ordnung n konnen die rational elliptischen Funktionen in diesen Fillen als Quotient
zweier Polynome, beide mit Ordnung n, ausgedriickt werden als:

[T (x — x)

R,(§,x) =
0 =10 =)

,ngerade

Mit den Nullstellen x; und den Polstellen xpi. Der Faktor ro wird so gewahlt, dass Rq(§, 1) =1 gilt.

Fiir ungerade Ordnung ergeben sich ein Pol bei x = oo und eine Nullstelle bei x = 0, womit rational
elliptische Funktionen bei ungerader Ordnung in der Form

5 (e — %)

Rn(f; x) =719 X" —H?z_ll(x — xpi)

,nungerade

ausgedriickt werden kénnen.

Die ersten Ordnungen der rational elliptischen Funktionen® lauten

n=1
Rl(f,X)=x
n=2
C(t+Dx* -1 1
R0 =it = g

Plotmit§=1,1,t=0,4166

95 https://de.wikipedia.org/wiki/Rational elliptische Funktionen, letzter Zugriff 05.12.2021
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(1- xpz)(x2 - x,%)
(1—x,2)(x* - xpz)

R3(f! x) =X

Zur Bestimmung der Polstellen und Nullstellen ist hier eine Zwischenvariable erforderlich

2
G= \/452 + (48282 -1))3

Damit erhalt man

- 2:82-\G
X =
P eE@rn+12.6-2-6 -J&@
. &
X5 =—
Xp

Fiir die graphische Darstellung wahlen wir wieder willkiirlich § = 1,1

2
G = J4 1,17+ (4-1,12(1,12 - 1))3 = 2,418864

2-1,1%2-+/2,418864
xZ = =1,37031
J8-1,12- (1,12 + 1) + 12 - 2,418864 - 1,12 — 2,418864° — /2,4188643
2o B 0,88301
Xz =7137031
Somit

(1-1,37031)(x* — 0,88301) _ (-0,37031)(x* — 0,88301)

Rs(1,1,x) = _
s(L LX) = X e — 137031~ * (0,11699)(x* — 1,37031)
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, " L
=1 -0.5 0.5 10
=05
-10

Und mit erweitertem Darstellungsbereich inklusive der Polstellen

Plotmit€&=1,1

-3 -2 1
-10
-20
-30

2.4 _ - x?
1+ +vt)* x*—201+O(1++t) - x +1mittE 1—i

Ral6.) T A+ 01 —Vo)Fxt - 200+ (1 —VE) &2 + 1 &

(1+0,4166)(1 ++0,4166)* - x* — 2(1 + 0,4166)(1 +/0,4166) - x* + 1
(1+0,4166)(1 —0,4166)* - x* — 2(1 + 0,4166)(1 —/0,4166) - x2 + 1

(1,4166)(1 + 0,6454)% - x* — 2(1,4166)(1 + 0,6454) - x2 + 1
(1,4166)(1 — 0,6454)% - x* — 2(1,4166)(1 — 0,6454) - x2 + 1

(1,4166)(1,6454)% - x* — (2,8332)(1,6454) - x% + 1
(1,4166)(0,3546)% - x* — (2,8332)(0,3546) - x2 + 1

Und mit erweitertem Darstellungsbereich inklusive der Polstellen

" "
-4 -2 2 4

3,8352 - x* —4,6617 - x? + 1
0,1781-x* —1,0047 - x2 + 1
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6.3.4.1.14. Die Darstellung der rational elliptischen Funktionen als Quotient zweier Polynome

Jetzt probieren wir einmal aus, ob die nicht intuitive Darstellung der rational elliptischen
Funktionen als Quotient zweier Polynome der Ordnung n tatsachlich zu richtigen Werten fiihrt.

Wir wiahlen willkiirlich x=0,5und £ = 1,4

n=2
_(t+Dx*-1 1
S R
1
SNG)
—edl e[ @ ) 1, 1
Ry(§,x) =cd|n arccd <x|f)|Ln(§)

K (z)

1
t= [1-—5=07
14

0,7+ 1)0,5% -1 1,7)0,5% -1
( ) = 4.7) = —0,6216

R,(1,4]0,5) = = -
2(1410,5) (0,7—-1)0,52+1 (=0,3)0,52+1

L,(1,4) = (1,4 +/1,42 — 1) 2 = 5,66342851191715947

1 2
oo
L (5)) 1
R,(&,x) =cd — 2> -arced (xl—) |
" K(1)2 §2)7 La(§)?
¢
( : )
K
5,66342851191715947 1 1
R2(14105) = cd| 2 K 1 )2 arced (0’5| 1,42)| 5,663428511917159477
14
K(0,03117749)

R,(1,4/0,5) = cd (2 : < ) -arccd (0,5|0,5102040816)|0,03117749>

K(0,5102040816)

1,583259

R,(1,4]0,5) = cd (2 ' (m

) ' 1,32693|0,03117749)

R,(1,4]0,5) = ¢d(2,255587297|0,03117749) = —0,6216

Stimmt.
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2
Rg(f,x>zcd/ 3. @\-amd (x132)1 [

2 =X 2 2 2
K(?) / §? L3(§)/ (1 —x,)(x* — x,%)
Mit
1— 2
Ly(®) = & (%)
p

2
G= J4§2 + (48262 -1))3

) 2.52.\/6
x =
B R@+D+12.6 -6 &
._ &
X;” =—>
Xp

Willkiirlichx=0,5und £ = 1,4

2
G = J4 1,47 4+ (4 - 1,4%2(1,42 — 1))3 = 3,4176795

5 2-1,4%-,/3,4176795

xp% = = 2,41362
J8:1,42(1,42 + 1) + 12-3,4176795 - 1,42 — 3,4176795° — /3,41767953
e WA 0,81206
Xz T 41362
Li(1,4) = 1,43 (1 —241362) ), _ o6 64802827
VT T (142 - 241362)) 7
1—x,2)(x% — x,2 1—2,41362)(0,5% — 0,81206
( pz)( : 22) ~ 05 X _ ) _ 0976978
(1 —x,5)(x* — x,%) (1-0,81206)(0,5% — 2,41362)
1 2
K (26,64802827) 1
cd| 3- ~arccd | 0,5| —5 )| >
K (L) 2 1,4%) "' 26,64802827
14

(5. (K (000140821783
¢ K(0,5102040816)

) ~arccd (0,5]0,5102040816)]| 0,00140821783)

cd(3-0,843533884 -1,32693| 0,00140821783)
cd(3,35793125008836] 0,00140821783) = —0,976959

20 ppm Fehler, Passt!
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4
Ly(8) = <ﬁ+ ‘*/52 - 1) (e + /52 - 1)2
L&) = (Jﬁ + 41,47 - 1)4 (1,4 +1,42 - 1) 2 = 126,290

1 1
t=|[1-== |1-—-—5=0,699854

A+ +VD) a2+ (1 VD) xH 1
A+0(1-VE) - x* =201+ ) (1 —VD) - 22 + 1

R4(§' X)

2

(1 + 0,699854) (1 + 0,699854) -0,5% — 2(1 + 0,699854) (1 + 0,699854) 0,52 +1
2

(1 + 0,699854) (1 - w/0,699854) -0,5* — 2(1 + 0,699854) (1 - w/0,699854) 0,52+ 1

0,358350 — 1,560952784939 + 1

R,(1,4,0,5) =

R4(1,4,0,5) = = —0,234511
4 ) 0,00283753 — 0,138901215061 + 1
1 2
4
o) 1y 1
Ry, x)=cd| 4-| —2>22 |- arccd (x|—)|
! K(l)z §2) 7 Ly(§)?
3
1 2
K{126290 1 1
1409 = a-| D) g (052 L
k(L 2 1,4%2) " 126,290
(72)
K(0,00006269921067)

R,(1,4,0,5) = cd <4 : < ) - arced (0,5]0,51020408)] 0,00006269921067>

K(0,51020408)

( (1,570820950
c =7

18628176 ) - 1,32693| 0,00006269921067)

cd(4,4757349] 0,00006269921067) = —0,234523

51 ppm Fehler, das ist glaubwiirdig.
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6.3.4.1.15. Vergleich der rationalen Darstellung und der mit Jacobi fiir komplexe Argumente

Rs(1,4,(0,5 + 0,11)) = cd(4,21618 - (cd~* ((0,5 + 0,1 {)|1/1,96) )| 0) = 0,895532 — 0,333615 i

R5(1,4,(0,5+0,1%)) = 0,895539 — 0,333613 i
0Ok, das stimmt iiberein,
Aber Achtung: Die Berechnung der Jacobi - Darstellung lauft bei WolframAlpha in der Nahe von
¢ davon! Bei Funktionswerten iiber etwa 20 ist Vorsicht geboten!
6.3.4.1.16. Die Tschebyscheff - Polynome als Grenzwerte der rational elliptischen Funktionen

Die rational elliptischen Funktionen gehen fiir £ - oo in die entsprechenden Tschebyscheff -
Polynome iiber. Fiir n = 1 ist das trivial.

n=2
t+Dx—1 1
Rz(OO.X)=mmlttE 1—;
1+ D -1
Ry(00,x) = — 2~
2(0X) = Ty
2x*—1
RZ(OO,.’)C)—
1
R,y(00,x) = 2x* — 1 = T,(x)
Stimmt.
n=3
xp2= 2.52.\/6
8 EE+D)+12-6G-2-G° —G*
Durch VG kiirzen
x2= 252
B e+ D+12:6-2-6° V63
VG VG
2.8
xp? =

-G

J8-52(52+1)+12-G-§2—G3
G
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282

\/%.}.12.52_62_6

2 _
Xp

Einsetzen
2 52

8-82(82 4+ 1) ; +12-82 = <4§2 + (452(52 - 1))§> — (J4§2 + (452(52 - 1))§>
J4§2 + (48262 - D)?

xp=

Vorerst interessieren wir uns fiir den Nenner.

Wir substituieren

Dementsprechend dndert sich der Grenziibergang von

lim — lim
&0 y-0

Einsetzen und weglassen der im Grenziibergang nebensachlichen konstanten Glieder.

2
6 12 [ 4 +(4)§ 4 43
y3 ooyt

lim
y—=0

\

Zuerst bearbeiten wir den tUibersichtlicheren rechten Term:

2

4 43
vy

Um auf eine Binomische Reihe% zu kommen, miissen wir die Formel derart umformen, dass sie
die Struktur

V1i+xfur|x] <1

2 2
43 |yt |4 LB
y4 4% y3 y4

96 Aus https://de.wikipedia.org/wiki/Binomische Reihe, letzter Zugriff 14.02.2022.

annimmt.
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2 2
S AN A
=% |23tz 2
y 45 YV 45 Y

2

23 4+1
2 |Yz

y 43

4 3 2 1 2
—2=4§_§=4§=2§
43

23\ [2
F . 23'y+1

Als nachstes miissen wir erst die Binomialkoeffizienten berechnen, deren Name vom Auftreten
im binomischen Lehrsatz abgeleitet ist. Fiir diese gilt

kK ;
(a)_a_l—[a’+1—]
k]~ 1~ i
k! i1 J
mit der fallenden Faktoriellen ok, wobei fiir k = 0 das leere Produkt den Wert 1 zugewiesen
bekommt.

a

Hinweis: Der Wert des Ausdrucks (k

) ist in WolframAlpha tiber den Befehl
Pochhammer (a, k)
zugdnglich.

Zu Fufd berechnet gilt

iE

1
1 _ﬁa+1—j_§+1—1_1
2= i 1 2

1 j=1

1 1

1
(l) ﬁa+1—j S+1-15+41-2 1 -5 1
2 = T = . — e—t —— T ——
)11 1 2 2 2 T2

1 1 1 11 1
1 _ﬁa+1—j_7+1—1 7+1—2 7+1—3_7 7—1 7—2 11 1 1
2)= i1 2 31

3 j=1

Den Rest lassen wir rechnen oder schauen nach?’.

97 Beispielsweise bei Bartsch, 23. Auflage, S. 606.
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Zusammenfassen

Daher

Ty iy 20, 116

8 5
y© 12 4 43
=" |76
3
?%F)
\
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2
8 12 4 43
t 3T 3
A A 2 y>oyy
3
{ [
y y3 y®
\
2
8 +8 43
12 z vyt
4y 43
+ = 12
y3 y4y
\
2
8 8 43

+___
2 y: oyt
4y9 443 . y8

Die Laurent - Reihe mit dem Entwicklungspunkt y = 0 dazu lautet geméafs WolframAlpha

Die Terme positiver Ordnung verschwinden fiir y = 0, daher kann man sie hier gleich weglassen.

Zusammenfassen
8 2 2 2 1 2 1
i 6 +12 4+<4)§ 4+43 23+23+1 23+23 1 1+1 3
m —_—_— —_— —_— —_— —_ —_— —_— = —_— —_— —_ —_— _——— = _——= -
y=0 | PR AT U AT A v oyt o\yr oy y:2 oy 2 2 2
4 (43
e
\

Alternativ ist auch die numerische Ldsung zielfiihrend, da die Funktion ungeachtet ihrer
Unitibersichtlichkeit schnell konvergiert.

_/

Daher
2:8% 4
: 2 _ .2
ll_r)rgoxp ——3 35
2
NETEE S S
z xpz %52
1—x,%)(x*—x,2
R3(00,x) = x( u )( - )
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Aus [x| << §— oo folgt
4 4
. _te2) = 2 T2
zhl{»lo(l 35) zhl?o(x 3‘(>
3
R3(o0,x) = 4x (x2 - Z) =4x® - 3x = T3(x)

Stimmt.

@+ +VE)?xt =201+ (1 +VE) - x2 + 1 1

R4(oo'x)_(1+t)(1—\/f)2-x4—2(1+t)(1—\/f)-x2+1 mite = 1

A+ +VI?xt—20+ D1 +V1) 22 +1
A+ -VI)?2 - xt -2+ D(1—-V1) - x2+ 1

R4(OO, X)

20+ 1% x*—-2-21+1)-x2+1

R,(c0,x) =
(o) = T i — 2 2= 1) 2T 1

8- x*—8-x2+1
0—-0+1

R4(OO, x) =

Ry(00,x) =8-x*—8-x2+1=T,(x)

Stimmt.
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6.3.4.1.17. Die Additions - Formeln fiir die Jacobischen elliptischen Funktionen

sn(zy, k) - cn(zy, k) - dn(z,, k) + sn(z,, k) - en(zy, k) - dn(zy, k)

+2p,k) =
sn(z; + 25, k) 1 —k?-sn®(zy, k) - sn’(zy, k)

Cn(Zl, k) ' Cn(ZZI k) - Sn(Zl, k) ' Sn(ZZI k) ' dn(zlr k) ' dn(ZZI k)
1 — k% sn?(zy, k) - sn?(z,, k)

cn(zy + 23, k) =

dn(zy, k) - dn(z,, k) — k? - sn(zy, k) - sn(zy, k) - en(zy, k) - en(z,, k)

d k) =
n(z, + 23, k) 1 —k?-sn?(zy, k) - sn?(z,, k)

6.3.4.1.18. Die Jacobischen elliptischen Funktionen mit komplexen Argumenten

Zur Einstimmung machen wir uns die Winkelfunktionen am Kreis mit komplexen Argumenten
bewusst. Es gilt bekanntlich allgemein, daher auch im Komplexen

e+jz _ e—jz

sin(z) =
()= —
+jz —-jz
e +e
cos(z) = ———
@ >
Sowie die Umrechnungen
e+jjx_e—jjx e—x_e+x ] e—x_e+x e—x_e+x e+x_e—x
sin(j x) % % 7 % J—= j 5 j sinh (x)

elfX e JJx "X feX eXte¥
cos(jx) = 3 = 3 = 3 = cosh (x)

Was zwar mathematisch einfach ist, aber nicht intuitiv.

Des Weiteren ist zu beachten, dass Sinus und Kosinus fiir reelle Argumente auf Werte aus dem
Intervall [-1, 1] beschrédnkt sind. Im Definitionsbereich der komplexen Zahlen C sind sie dagegen
unbeschrankt. Sinus und Kosinus koénnen fiir komplexe Argumente sogar beliebige reelle oder
komplexe Werte annehmen.

Die Berechnung der Jacobischen elliptischen Funktionen mit komplexen Argumenten?

Es gibt zwolf Jacobische elliptische Funktionen, die mit pq(u, m) bezeichnet werden, wobei p und
q beliebige der Buchstaben c, s, n und d sind. Funktionen der Form pp(u, m) werden der
Vollstandigkeit halber trivialerweise auf Eins gesetzt. u ist das Argument und m der Parameter,
die beide komplex sein kénnen.

In der komplexen Ebene des Arguments u bilden die zwdlf Funktionen ein sich wiederholendes
Gitter aus einfachen Polen und Nullstellen. Abhdngig von der Funktion hat ein sich
wiederholendes Parallelogramm oder eine Elementarzelle Seitenldngen von 2 K oder 4 K auf der

98 Aus https://en.wikipedia.org/wiki/Jacobi elliptic functions, letzter Zugriff 19.02.2022.
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reellen Achse und 2 K’ oder 4 K’ auf der imaginédren Achse, wobei K = K(m) und K' =K (1 — m)
die Viertelperioden mit K ( - ), dem vollstidndigen elliptischen Integral erster Art sind.

Fiir diese Periodizitat gelten folgende Eigenschaften, wobei n und m ganze Zahlen sind:

Funktion Perioden Nullstelle Polstelle

sn(z;k) 4K 2iK 2ZmK+2niK 2ZmK+(2n+1)iK
cn(z;k) 4K 2(K+iK") 2m+1)K+2niK 2mK+ (2n+1)iK
dn(z;k) 2K 4iK Cm+1)K+2n+1)iK' 2mK+2n+1)iK

Die Natur der Einheitszelle kann bestimmt werden, indem das ,Hilfsrechteck” (im Allgemeinen
ein Parallelogramm) untersucht wird. Dieses Rechteck wird durch den Ursprung (0,0) an einer
Ecke und den diagonal gegeniiberliegenden Eckpunkt (K, K") gebildet. Wie im Diagramm
dargestellt, werden die vier Ecken des Hilfsrechtecks mit s, ¢, d und n bezeichnet und verlaufen
vom Ursprung aus gegen den Uhrzeigersinn. Die Funktion pq(u, m) hat eine Nullstelle an der Ecke
p und eine Polstelle an der Ecke g. Die zwo6lf Funktionen entsprechen den zwolf Moglichkeiten,
diese Pole und Nullen in den Ecken des Rechtecks anzuordnen.

Diese Graphik zeigt die beschriebene Hilfskonstruktion:
iR A

n

K IR

Beispiel: Die Funktion sn(u,m) hat eine Nullstelle in s und eine Polstelle in n.

Wenn das Argument u und der Parameter m reell sind, mit 0 < m < 1, sind Kund K’ reell und das
Hilfsparallelogramm ist tatsachlich ein Rechteck, und die Jacobischen elliptischen Funktionen
haben fiir reelle Argumente auch reelle Funktionswerte.

Mathematisch gesehen sind die Jacobischen elliptischen Funktionen doppelt periodische
meromorphe Funktionen auf der komplexen Ebene. Da sie doppelt periodisch sind, werden sie
durch einen Torus faktorisiert — ihr Definitionsbereich kann praktisch als Torus betrachtet
werden, so wie Cosinus und Sinus auf einem Kreis definiert sind.

Einschub zum Thema Torus:

Herleitung 1: Ein Rotationstorus kann als Menge der Punkte beschrieben werden, die von einer
Kreislinie mit Radius R den festen Abstand r haben, wobei r < R ist.
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Herleitung 2: Man erhélt den Torus auch durch das Verkleben gegeniiberliegender Seiten eines
Parallelogramms.?®

Anstatt nur einen Kreis
zu haben, haben wir jetzt das Produkt zweier Kreise, einen reellen und einen imaginaren. Die
komplexe Ebene kann somit durch einen komplexen Torus ersetzt werden.

m K(m) K’(m) = K(1-m)
0,25 1,68575 2,15652

In den Matrixelementen stehen die Funktionswerte der Funktion sn(u|m), wobei u = K * Spaltencode +i * K'* Zeilencode

Spalte -> 0 0,5 1 15 2 2,5 3 3,5 4 4,5
Zeilencode
3 -153000i 2,732050 2,000000 2,732050  8300+152700i -2,732050 -2,000000 -2,732050  -16454-151380i 2,732050
2,5 1,41424i 1,22476+0,707114i 1,414220 1,22474-0,707103i -1,4142i -1,22476-0,707114i -1,414220 -1,22476+0,707112i 1,41424i  1,22476+0,707115i
2 0,000000 0,732051 1,000000 0,732051 0,000000 -0,732050 -1,000000 -0,732052 0,000000 0,732050
1,5 -1,41424i 1,22474-0,707103i 1,414220 1,22474+0,707102i 1,4142i -1,22474+0,707104i -1,414220 -1,22474-0,707101i -1,41424i 1,22474-0,707104i
1  -460000i 2,732050 2,000000 2,732050 73000+447000i -2,732050 -2,000000 -2,732050 -135434-415344i 2,732050
0,5 1,41424i 1,22475+0,707108i 1,414220 1,22475-0,707108i -1,4142i -1,22475-0,707109i -1,414220 -1,22475+0,707107i 1,41424i 1,22475+0,70711i
0 0,000000 0,732051  1,000000 0,732051 0,000000 -0,732050 -1,000000 -0,732050 0,000000 0,732051
Perioden  Nullstelle Polstelle
4K, 2iK' 2mK+2nikK' 2mK+(2n+1) iK'
erfllt erfllt erflllt

Die Berechnung der komplexen Funktionswerte wird detailliert in 100 beschrieben. Daher hier
lediglich die Ergebnisse.

Flir imaginare Argumente gilt die Formel

sinf  sn(v|k’)
cosf cn(v|k)

sn(jvlk) = sn(ulk) =sing =j-tanf =j - =j-sc(v|k)

Die Gleichung fiir den Cosinus Amplitudinis leiten wir der Einfachheit halber aus der
grundlegenden Beziehung ab

cn(jvlk) = /1 —sn*(jvlk) =1+ sc*(wlk) = ﬁ =nc(vlk")

Und fiir den Delta Amplitudinis

dn(v|k")

dn(jvlk) = \/1 —k*-sn*(jvlk) = i) =dc(v|k)

Die Formeln fiir komplexe Argumente sind ,langlich“. Man lese unter!0! sowie102

99 Aus https://de.wikipedia.org/wiki/Torus, letzter Zugriff 19.02.2022.
100 Ralf Hoppe: Elliptische Integrale und Funktionen nach JACOBI. S.26ff.

101 Ralf Hoppe: Elliptische Integrale und Funktionen nach JACOBI. S.28.
102 Eine komplette Herleitung der Additionstheoreme der Jacobischen elliptischen Funktionen findet man
bei Mark Kleehammer: Mathematical Development of the Elliptic Filter, S. 24ff.
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6.3.4.1.19. Die direkte Berechnung der Pole und Nullstellen der elliptischen rationalen
Funktionen

Die Nullstellen103 der elliptischen rationalen Funktionen sind die Nullstellen des Zahlerpolynoms.
Die iibliche Schreibweise ist x;(§), wobei das Argument auch weggelassen werden kann, wenn es

eindeutig erkennbar ist.

Die Herleitung der Nullstellen der elliptischen rationalen Funktionen folgt der gleichen
Argumentation wie bei den Tschebyscheff - Polynomen gemaf3104

Die Nullstellen der cd Funktion sind entweder die Nullstellen der cn Funktion oder die Polstellen
der dn Funktion.

(2m—- DK + 2wjK)v(2mK + 2w— 1)jK")

Da die Polstellen der dn Funktion aber ausschliefdlich bei komplexen Argumenten auftreten,
konnen wir diese fiir die Berechnung der reellen Nullstellen vernachlassigen. Also bleibt lediglich

(2m - 1)K

Daher gilt fiir alle z
1y 1
cd <(2m—1)K<E) | E) =0meN,1<m<n

Daher im Speziellen auch fiir

z = Ln(§)

Einsetzen

Ly ($)

cd ((Zm — 1)K< G

1
)| >=O,mEN,1SmSn

Logischerweise gilt daher an den Nullstellen x;

1
cd| n- m -arccd (xm|l)|

K (z) :

1
Ly ($)

=cd | (@m—1K <Ln(€)> 'L.®

Und somit

1
@ -arccd (xm%) = (2m- DK(

1
L)

Daher befinden sich die Nullstellen an

103 Aus https://en.wikipedia.org/wiki/Elliptic rational functions, letzter Zugriff 27.02.2022.
104 Miroslav D. Lutovac, Dejan V. Tosi¢, Brian Lawrence Evans: Filter Design for Signal Processing Using
MATLAB and Mathematica. 2001.
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-arccd (xm| %) = w

n

s )« (52

Ausprobieren: £ =1,4,n =2, m=1

L(§) = <€ + 8- 1>2

L,(1,4) = (1,4 +/1,42 — 1) 2 = 56634285
1y1 1
x, =cd (K (—) §|—) = 0,766998

1,96

3, 1 )— 0,766998
2| 96/

—_

Anwenden

1
Kk (5,66342852)

1 1
Ry(§x;) =cd| 2" : d(0,766998 ) = 3,88023 - 1077
2(bx) =c K 1 ) (‘”“ 1156 )' 5,66342857
1,96
 (speim)
5,6634285% 1 1
Ry(Ex)) =cd| 2| —2=—==="|. d(—0,766998 ) = 3,88023 - 1077
2(bx2) = ¢ K 1 ) (“r“ 1156 )' 5,66342857
1,96
Passt.
Zahlerpolynom

(x —x)(x —x,) = (x — 0,766998) - (x + 0,766998) = x? — 0,588286

1- +1|x*—1=1,699854x*—1 = 1,699854 (x* — 0,588286)

1,96
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Passt.

In gleicher Weise argumentiert man fiir die Polstellen: Die Polstellen der cd Funktion sind wohl
die Polstellen von cn sowie die Nullstellen von dn. Wir verwenden lediglich die Nullstellen von dn.
Da die cd - Funktion keine reellen Pole hat, miissen diese wohl komplex sein, wie diese Formel
auch zeigt.

(2m— DK +2w + 1)jK)
Wir vereinfachen und verwenden lediglich die Pole an j K’

(2m—- DK + jK)

Also gilt
1 1 1
cd (2m—1)K<—)+jK’(—)|— =0meN,1<m<n
z z) 'z

Daher im Speziellen auch fiir

z = Ln(§)

cd ((Zm - DK (Lnl(g‘)) + jK' (Lnl(f)) | L:(f)) =oo,meN,1<m<n

Ausprobieren

1 1 1 1 _ 1 1 ~
cd (1 ' K(Lz(1,4)2) +IK (L2(1,4)2) | Lz(1,4)2) =cd (1 K(32,0744223746) + 'K(1 32,0744223746) ' 32,0744223746) =

cd (3 ' K(L2(11,4)2) ik (L2(11,4)2) | L2(11,4-)2) =cd (3'

=

1 1 1
(saorazsmae) * K (1- )i )=
32,0744223746 32,0744223746)  32,0744223746

1 1 1 1 1
@ (5 () ¥ () )=ct (3K (sz57aazmma) * ¥ (1~ ) )=
¢ Lan) T Cay) | Laa)=© 32,0744223746) T | 32.0744223746) | 320744223726) =@

Passt.

Logischerweise gilt daher an den Polstellen xp;

_1
o sl (- i)+ (k) )

4
_1
K(Ll(f)) - arced (xp%) - ((Zm— 1)K(L 1(5)) +iK (L 1(5))>
K(z) " "
(x@) en-vk(gm) K (Ee) 1
xpi—Cd K(L) " |E
Ln(§)
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¥ (me)
N [eEm-1 1
xpt = cd K(_), ( ) L&) )1
L, (&)
Ausprobieren
¥ (me)
N [eEm-1 1
Xpi = cd K(—) |4 ) L) -
§ n n K( 1 ) ¢
L (&)
1
g K( 1 ) @m-1) K (1~ 3z073a223730) L
pi 1,96 2 ) 2 1 )) 196
32,0744223746
1
—— 1 ) 1, k(1 - s3073273770) L
pl 1,96/ \2 2-K( 1 ) 1,96
32,0744223746
_ (i<186282 (1+__< 3,13712317502 )) 1 )__
Yp1 = CE\ L 2+ 2 158328017753/ )1 196) =
1
Xp1 = cd (1,86282 - (0,5 + i(0,99071688) )lﬁ) =
1
Xy = cd (o,93141 +1845531] 96) — 1,82530
1
e K( 1 ) 3, K (1 - szo73a223770) 1
p2 1,96/ \2 2-1(( 1 ) 1,96
32,0744223746
_ d(l 86282 (3+ ) ( 3,13712317502 )) 1 )_
Yp2 = CE\ L 2 2158325017753/ ) 1 196) =
_ 1
Xy = cd (1,86282 - (1,5 + i (0,99071688) )Iﬁ) =
1
Xy = cd (2,79423 +1,84553 i ﬁ> = —1,82530
Nennerpolynom

(x — xp1)(x — xp2) = (x — 1,82530) - (x + 1,82530) = x? — 3,33172

’ 1 ’ 1
< 1 —?— 1) x+1= ( 1- To6 "~ 1>xZ +1=-0,300146x* + 1 = (—0,300146) (x* — 3,33171)

Passt.
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Umformen

(L
Xpi = cd K(%) Qmﬂ_l)ﬂ_i,ﬁ}f%ﬂ) |%

Ln(§)

Wir fiihren folgenden Hilfssatz ein105

1

k-cd (K - 2211k

2m —

cd (K- Ly K(OIk) =

n

Beweis:

cn(u+j-K' k)
dn(u+j-K' k)

cd(u+j-K'lk) =

Additions - Formeln anwenden

cn(u, k) -en(G - K', k) —sn(u, k) -sn(j - K', k) -dn(u, k) -dn(j - K', k)
1— k% sn®(u, k) - sn®(j - K, k)

dn(u, k) -dn(j - K, k) — k% -sn(u, k) -sn(j - K, k) - cn(u, k) - en(j - K, k)

1— k% sn®(u, k) - sn®(j - K, k)

cn(u, k) -en(G - K', k) —sn(u, k) -sn(j - K', k) -dn(u, k) -dn(j - K', k)

dn(u, k) -dn(j - K", k) —k?*-sn(u, k) - sn(j - K', k) - cn(u, k) - en(j - K', k)

Umrechnungsformeln fiir komplexe Argumente anwenden

KK = sn(K', k')
sn(i - Kol =i 010
G- Kok = 1
B oK)
in - ¢ 10y = S0
nG - Kb = e
1 . sn(K’, kK’ dn(K’, kK’
cn(u, k) ' CI’I(K—,,k,)_ sn(u, k) ] W dn(u, k) ' W
dn(K", kK’ . sn(K, kK’ 1
dn(u, k) ' W—kz . sn(u, k) *) o W cn(u, k) ' m
cn(u, k) . sn(y k) -sn(K', k) - dn(u, k) - dn(K’, k")
cn(K', k") J cn(K', k) en(K', k")
dn(u, k) - dn(K, k) . ) k? - sn(u, k) - sn(K’, k") - cn(u, k)
cn(K, k) J cn(K, k) en(K', k)

105 Djeses Lemma stammt aus: Kleehammer S.44.
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cn(u, k) - en(K, k) . sn(w, k) - sn(K', k") - dn(u, k) - dn(K’, k")
cn(K', k") - en(K', k") ) cn(K', k)en(K', k")
dn(u, k) -dn(K, k) - en(K, k) . k%*-sn(u,k)-sn(K,k") - cn(u, k)
cn(K', k") - en(K', k") ) cn(K’, k)en(K', k")

cn(u, k) - en(K', k) —j - sn(u, k) - sn(K’, k") - dn(y, k) - dn(K’, k")
dn(u, k)- dn(K’, k") - en(K',K) —j - k? - sn(u, k) - sn(K’, k") - cn(u, k)

Spezielle Werte einsetzen

sn(K', k) =1
cn(K, k) =0
dn(K', k) =k

cn(u, k) -0—j - sn(u, k) - 1-dn(u, k) -k
dn(u, k) k-0—j - k*-sn(u, k) - 1-cn(u, k)

—j - sn(u, k) -dn(u, k) -k
—j - k*-sn(u, k) -cn(u, k)

dn(u, k)
k -cn(u, k)
1
k? - cd(u, k)
Mit dem Spezialfall
.
¢
n 2m-1 /1 1 1
Q) S e =g

Ausprobieren. Dabei aufpassen, dass der Vorfaktor im Nenner k bleibt, da der Modul an dieser
Stelle nicht in die Berechnung eingeht!

1\ 2m—-1 /1y 1y 1
Cd(K(?)'T”'K(?)'?)‘%.Cd(x(f_g)-z";—‘l%z)

Plausibilitatspriifung: Wir wahlen wieder willkiirlich § = 1,4, n = 2, m=1

(i (5g) 3+ 1% (1~ 156) 1 58) =
¢ 196) 27" 196)T96) = T

303



1,4

cd (0,931409 +i-1,84552] )
1,96 1
cd (0,931409)] m)

1,82530 = 1,82530

Passt.
Daher gilt
1
N (en-n  K(Ge) 1 ¢
Xy =cd| K(=)- +j = | = — ==
' @ nk(g)) ) Faw@EmLD

Damit kénnen wir endlich aus der Form mit den Jacobi — Funktionen die analytischen rationalen
Funktionen darstellen.

Bekanntlich gilt:

[T (x — x)

Rn( ) =
£X) =0 (e = x)

,n gerade

Mit den Nullstellen x; und den Polstellen x;;. Der Faktor ro wird so gewahlt, dass Ra(§, 1) =1 gilt.
Wir wahlen wieder willkiirlich § = 1,4, n = 2
Dafiir haben wir bereits berechnet:
x; = +0,766998
x, = —0,766998
Xp1 = +1,82530
Xpz = —1,82530
Daraus ergaben sich das Zahlerpolynom
(x —x)(x —x,) = (x — 0,766998) - (x + 0,766998) = x? — 0,588286

Und das Nennerpolynom

(x — xp1)(x — xp2) = (x — 1,82530) - (x + 1,82530) = x? — 3,33172

Zusammengefasst
Ry(14,x) = x? —0,588286
2\ X =072 7333172
Jetzt miissen wir noch den Faktor bestimmen:
R,(14,1) = 12 — 0,588286 _
S =102 7333172
0411714
0533172
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o = —5,663446

Endergebnis

x? —0,588286 —5,663446 - x* + 3,33172
x2 —3,33172 x2 —3,33172

R,(1,4,x) = —5,663446

Vergleich mit der direkten Darstellung

R,(1,4 )—(t“)xz_1 te= |1-—— = 0,699854
A = T Dz 1 T 1,96

(0,699854 + Dx* —1  (1,699854)x? —1 _ —5,66344 - x* + 3,33172
(0,699854 —1)x2 +1  (—0,300146)x2 +1 x2 —3,33172

R2(1,4, x) =

Passt.

6.3.4.1.20. Die Pole und Nullstellen der elliptischen rationalen Funktionen 5. Ordnung

Hier soll die Losung des speziellen Themas der Pole und Nullstellen der elliptischen rationalen
Funktionen 5. Ordnung versucht werden.

Wiederum versuchen wir dies ganz praktisch mit der willkiirlichen Annahme § = 1,4. Wir
verwenden die einfachen Berechnungsformeln

ma(f) 20

Konkret also

=
O
o

=
©
o

- d(K( ! ) 7 1 )— 0,654793
X =C 196) 5196/ =
d(K( ! ) 9, 1 )— 0,065410
Xs = ¢ 196) 5/196) =
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£ 1,4

Xp1 = x—l = m = 1,450161
& 1,4
=2 =—"__=2138080
*p2 = T 0,654793 7
& 14
xp3 = x—3 = T = Q0
L A L A 2,138080
Yot =, T 20654793
L AL S 1,450161
s = . T 20965410
Bekanntlich gilt:
[T (x — x;)

R,(§,x) =1y x ,nungerade

(o = xp1)
Mit den Nullstellen x; und den Polstellen x;;. Der Faktor ro wird so gewahlt, dass Ra(§, 1) =1 gilt.
Praktisch daher

(x — 0,965410) - (x + 0,965410) - (x — 0,654793) - (x + 0,654793)
(x — 1,450161) - (x + 1,450161) - (x — 2,138080) - (x + 2,138080)

R5(114; x) =Ty X

(x? —0,932016) - (x> — 0,428754)

R 1,4’ =
s(L4 ) = 1o X = 10297) - (2% — 4,57139)

Bestimmung des Vorfaktors

Re(LA1) =1, -1 (1-0,932016) - (1 — 0,428754) _
s\L®I = To (1-2,10297) - (1 —4,57139)
Rs(1,4,1) = ry - 0,00985891 = 1
o = 101,43109

Zusammengefasst daher

(x? —0,932016) - (x? — 0,428754)
R:(1,4,x) = 101,43109 - x -

(x2 — 2,10297) - (x2 — 4,57139)

Plot

w

~
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Und inklusive der Polstellen

2000
1000
) 2 2 N
-1000
-2000
Da die 5. Ordnung zu keiner analytischen Funktion fiihrt, berechnen wir den minimalen

Funktionswert Ls(1,4) direkt. Die Ableitung bilden und 0 setzen liefert die Werte mit den
dazugehorenden Funktionswerten

-3,88857 -598,714
-1,63724 598,714
-0,855101 1
-0,36003 -1
0,36003 1
0,855101 -1
1,63724 -598,714
3,88857 598,714

Die Argumente |x| < £ = 1,4 fallen aus der Definition von L,() heraus. Somit haben wir
Ls(1,4) = 598,714
bestimmt.

Daher macht man bei der direkten Berechnung von K(1/Ln) nur einen Fehler von 1ppm, wenn
man setzt

K <L5(11,4)) =g

Mit diesem Wissen gelingt die Approximation

Vi
2 BYNE
R5(1.4,x)zcd 5- ﬁ <Cd (le))lo
¥ (1z)
VA
2 -1 1
Rs(14,) ~ad | 5| =2 -<cd (x|m)>|o
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Plot

Wie bei den anderen Filtern erfolgt als ndchstes die Normierung auf Q als ,natiirliche
Grenzfrequenz®, sodass |[A(Q2)| = - 3 dB ist. Wiederum fiihren wir den Korrekturfaktor a ein,
dessen Wert wir beispielsweise tiber die Bestimmungsgleichung berechnen.

Es gilt dabei

Durchlassgrenzfrequenz (2 = Korrekturfaktor « - Sperrfrequenz 2y
Zu losen ist die Bestimmungsgleichung

1 1
lA(a- Q)|? = _ _Z
1+&?-R:(¢ ) 2

Praktisches Beispiel:

4
L,(1,4) =<\/E+4/$2—1> <5+ /52—1>2= 126,29

A+ VDR xt 20+ (Ve P11
R‘*(f’x)"(1+t)(1—\/2)2-x4—2(1+t)(1—\/f)'xz+1ml”_ e

A+ +Vt)* - x* =20+ 0)(1++t)-x2+1

R4(1,4,x) = A+0(1-VO)?2-x*—2(1+0)(1-D) - 22 +1 mitt = 0,7
2
Ry(La,x) = LFONA+VOT) -t~ 20+ 07)(1+107) - x? +1

(1+07)(1-v07)" -x* =201+ 0,7)(1 = 0,7) - x2 + 1

5,73464 - x* — 6,24464 - x* + 1
0,0453559 - x* — 0,555356 - x? + 1

R,(1,4,%) =

400
200
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Wir wihlen willkiirlich € = 0,1 und erhalten die quadratische Ubertragungsfunktion

1
1+e2 - R2(1L,4|0)

Nun berechnen wir den Korrekturfaktor fiir die natiirliche Grenzfrequenz

1 1
1+¢€2 - R2(1,410) 2

1 1

14001 - ( 5,73464 - o* — 6,24464 - &2 + 1 )2"2
’ 0,0453559 - o — 0,555356 - &2 + 1

Substitution
a? =x

1
5,73464 - X% — 6,24464 - x + 1 \, 2
1+0,01 <0,0453559 x2 0555356 x f 1)

=2

573464 - x* — 6,24464 - x +1 ),
140,01 -
0,0453559 - x2 — 0,555356 - x + 1

573464 - x? — 6,24464 - x +1 \, 100
0,0453559 - x2 — 0,555356-x + 1/

5,73464 - x> — 6,24464 - x + 1

00453559 - x% — 0555356 x + 1 0

5,73464 - x? — 6,24464 - x + 1 = 0,453559 - x? — 5,55356 - x + 10
5,281081 - x%2 — 0,69108-x — 9 = 0
x =1,37252
Die negative Losung ist in diesem Zusammenhang sinnlos,
o =1,37252
a=1,17155

Die korrigierte rationale Funktion lautet daher

Ry (14, x) = 5,73464 - (1,17155 - x)* — 6,24464 - (1,17155 - x)? + 1
4B X = 0453559 - (1,17155 - x)* — 0,555356 - (1,17155 - )2 + 1

vereinfacht

R4 — 10,8031 - x* — 8,57095 - x2 + 1
WX = 0854431 - x4 — 0762242 - x2 + 1
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Die auf die natiirliche Grenzfrequenz normierte quadratische Ubertragungsfunktion lautet daher

1
10,8031 - x* —8,57095 - x2 + 1 )2
0,0854431 - x* —0,762242 - x2 + 1

1+0,01-(

Daraus ergibt sich die Amplitudenfunktion

1
J1+¢&2 - R2(1,4|0)

Gy(w) =

1

10,8031 - x* —8,57095-x2+1 \,
\/1 +0,01 (0,0854431 -x*—0,762242 - x? + 1)

Gy(w) =

6.3.4.2. Die Berechnung der komplexen Ubertragungsfunktion

Wir kennen nun die reelle Ubertragungsfunktion aufgrund der reellen Nullstellen und Polstellen.
Um zur komplexen Ubertragungsfunktion zu kommen, ist weitere Mathematik notwendig.106 Wie
bei den Tschebyscheff - Filtern 1. Art beginnen wir mit der quadratischen Ubertragungsfunktion

1
J1+s2 : R%(E|]§)

Kurz rekapitulieren: An den Nullstellen der rational elliptischen Funktion ist die
Ubertragungsfunktion 1, also liegen diese im Durchlassbereich. Und an den Polstellen der rational
elliptischen Funktion ist die Ubertragungsfunktion 0, also liegen diese im Sperrbereich.

H(s)-H(-s) =

Wieder benotigen wir die Nullstellen mit negativem Realwert. Bereits berechnet haben wir die
reellen Nullstellen der rational elliptischen Funktion.

mal(f) 220

Genau wie bei den Tschebyscheff - Filtern 1. Art muss der Nenner an den Polstellen verschwinden,
daher

S.
1+4¢2 - R£(5|T‘)=o

106 Diese Ausfithrungen stammen grundsatzlich aus Kleehammer: Mathematical Development of the
Elliptic Filter, S.47ff. Es wurde versucht, einige Fehler zu korrigieren und uniibersichtliche Notationen zu
verbessern.
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Ry(§l=j-s)= =%

Damit ergibt sich in Konvention mit Parameter k

cd eat (<5 )1~ | = £
% )=
Nun sei
1
n- K(Lln) ced™? (—j-si | %) =u+jv
k()
Daher

Umrechnen auf sn

) 1 1 ) 1
cd(ui +j vl E> = Sn(ui + K(Z> +j- v Z)
Plausibilitatsprifung

1 1 1
cd <0.93 +j-3.69105 | m) =sn <0.93 + K(R) +j-3.69105 | m)

. 1 : 1
cd (0.93 +1i-3.69105 | m) =sn <0.93 +1.86282 +1i-3.69105 | m)

0.767753 = 0.767752

Plausibel

Additionstheorem anwenden

1 1
sn(ui +K(L—) +j v L_)
n n
sn (ui +K(é),%)-cn(j-Vi,%)-dn(j-vi,%) +sn(j~vi,%)-cn(ui +K(%),é)-dn(ui +K(é),%)

- 1—Linz-snz(ui+K(é),%)-sn2(j~vi,é)

Nun verwenden wir die Imaginar - Transformationen (Konvention k)
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sn(j - 2k =] - cn(z, k)
1
eng - 2 k) = cn(z, k)
dn(z, k
dn(j - z,k) = crrllg ki

Im Speziellen also

T )
n
(wg)=—
cnlj-vy,—|) =
W ()
n
1,
. 1 ~ dn (VI,E)
n(] A E) o (V. i’)
l’Ln
Und erhalten
dn(vi,l') sn(vi, )
kG L) Ty i mdy) @) n) e (k@) )
I'Ln I'Ln 1

sn(ui+K(i),i) -dn(vi,i')+j . sn(vi,i')-cn(vi,é' .

) L
cn? vi%')+LL,L2'S“2(“1+K(m)ﬁ)'(5n2(vi&’))

Somit
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M |~

Nun setzen wir die Realteile der beiden Seiten der Gleichung gleich

k() ) o) -
sSn | yj Ln ,Ln n Vi,Ln =

und berticksichtigen den Wertebereich der dn - Funktion
dn(t)> OVteR

Somit erhalten wir

1 1
Sn(ui+K(L_)'L_)=0
n n

Aufgrund der elementaren Zusammenhange

cen(z, k)= |(1 —sn*(z,k))

dn(z, k) = J(l — k*-sn%(z,k))

Finden wir damit

cn (u + K( 1) 2
() g
dn (u + K( )2 1

() 5=

Nun vergleichen wir die Imaginarteile der beiden Seiten der Gleichung

- sn (Vi,%') . cn(vi,%') . cn(ui + K(ﬁ),%) . dn(ui + K(ﬁ),%) _
cnz(vi,%l)+Linz.snz(ui+K(%),%),Snz(vi,%,)
i) () oo k) ) o+ () )
1, 1 1y 1 1,
cn? (Vi,m ) + L—nz sn? (ui + K(E)’E) . sn? (Vi’E )

Da wir oben die elementaren Werte der cn und dn Funktionen in diesem Fall bestimmt haben,
vereinfacht sich diese Gleichung zu

sn (Vi,%') cn (Vi,%') -1-1
cn? (Vi,%') + Linz - 0- sn? (Vi,%')

=+

M | =
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Quadrieren

1
(14 &%) -sn? (Vi,—') =1
Ly

v; = sn! <\/ﬁ | (Ln1(€)>,>

In der Konvention mit Parameter m daher

Vi=Sn_1 \/ﬁ| (1—%)

In dieser Formel ist zu beachten, dass vi nur von n, € und § abhéngt, aber nicht vom Index i! Daraus
folgt, dass alle v; = v sind!

Nebenbei: Das Argument

ite

Ist der Minimalwert der Ubertragungsfunktion im Durchlassbereich.
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Weiter geht es mit der bereits erhaltenen Gleichung
1\ 1
sn (ui + K<Z)’Z) =0
Aufgrund der Zusammenhangs
_ 1 1 ) 1
cd(ui +j - vyl Z> = sn(ui + K(Z> +j vl Z)
Ergibt sich als Konsequenz

(s () ) =0=ca(ui )
sn (u; L)1) 0=¢ uian

Da die Nullstellen der cd Funktion an den ungeraden Vielfachen von K liegen

ui=(Zi—1)-K<%)

Mit der schon bekannten Darstellung

n- 1 o (—j-si|%> u+j-v;
K(z)
Ergibt sich |
cd™? (—j s | 1) _ (witjv)
(@)
1
K(z)
(ui + ] Vl) 1
—j-si =cd T | E
K (@)
K(7)
Einsetzen
s = cd (2i—-1) K(&)-}-] v; 1
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—j-s; =cd nK(%) y K(%
\ ) k@) )
—j-s cd((211)'1{(§)+'- Vi Ilj
i - j K(%) :
\ k@) )

o) SO ) ek Dl o).
$ cn? (Vi,%') + % - sn? (ui + K(%)%) - sn? (Vi%')

um Realteil und Imaginarteil zu trennen. Schliefdlich méchten wir die Wurzeln mit den negativen

Realteilen berechnen.

Nun befinden sich die Nullstellen der elliptischen rationalen Funktion an den Stellen

(2i—1)'K(%) 1 . (21_1)'1((%)_}_1((1)1 firl<r<n
)€ -

x; = cd ==
! n & n

Einsetzen

s = )
2 Vi 1,
- ( 1\¢
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Nebenrechnung

Cn((Zi—l).K(1)+K(i)’

vy

Umstellen

Ist doch ganz einfach, oder?

Das probieren wir einmal aus: Wir wahlen wiederum willkiirlichn=2,e=0,1und § = 1,4

Ausprobieren: £ =1,4,n =2, m=1

L,(1,4) = (1,4 +/1,42 — 1) 2 = 56634285

1 1 1
xi = cd (K ({5) 7 179g) = 0766998
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- d(K( ! ) 3, 1 )— 0,766998
X2 =¢ 196) 2!106) = 7©

1 1
— o1 -
v=sn ( 1012 | (1 5,66342852))

v =sn"1(0,99503719 | 0,96882251)

v =2,59823

—sn %(1 1}36) -en K(2598213 ) (1-15s 1) | V1= 07669987 £0,766998% + j - 0,766998 - dn %(1 —#)
5[ “\seez1z85 5 6634285 2 | \seaimEy
¥ (155) (t59) X (135)

5 =
2 59823 2.59823

. (5 66342852)

1-Tag) | + a5 0.766998% - sn?
56634285 .
i
¥ (1355)

)’(1ﬁ)

1

_ 2.59823 2.59823 \/72 _ 2 2.59823
sn< , (0. 489796)> < 1. 583259 , (0. 489796)> 1-0,766998 1 —1 96 -0,766998 + j - 0,766998 - dn (1.583259 ,(0.489796)
1.86282

1583259
. = (186282 186282
2155988322359 ,(0.489796) +ﬁ' 0,7669982 - sn? %,(0.489796)
(Fsez87) 2 (Teezmz)
—sn (222823 (489796) - cn (222823 .489796) - 0.641649 - 0.836573 + j - 0,766998 - dn (222823 0 489796
17 17 17
5 = - - .
5 /2.59823 1 . 2(2.59823
n? (227 ,0.489796)+m 0,766998 - sn (T,0.489796)

—sn(1.52837,0.489796) - cn(1.52837,0.489796) - 0.641649 - 0.836573 + j - 0,766998 - dn(1.52837,0.489796)

S1 =
cn?(1.52837,0.489796) + }36 0,7669982 - sn(1.52837,0.489796)

_ —(0.974033) - 0.226404 - 0.641649 - 0.836573 + i - 0,766998 - 0.731649
1= 0.226404% + 0.510204 - 0.5882859 - 0.974033%

s; = —0.352286 + 1.670061i

Einsetzen

K(Li) 1 1
2 ed™ (s | 5] —
K(%) ( f) L,

1

1
K(
566342852> . , 1
dl 2- ' ccd? (— . (—0.352286 + 1.67006 )
¢ 1 ¢ i ( + D175g)! 5.66342852

K (196)

1

1
-
566342852> 1

dl 2- ! ccd 1 (1.67006 0.352286 i )

c T ¢ + 1796/ 566342857

K (196)
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cd(1.7 - (0.931408 — 1.52837 i)| 0.0311775)
cd(1.58339 — 2.59823 i| 0.0311775) = 10

Einsetzen in die Ubertragungsfunktion

1

\/1+g2 : R,Zl(§|]§)

|H(s)| =

|H(s)| =

V14012 - (10 )2

|H(s)| = =

Passt. Damit haben wir die erste Polstelle berechnet.

2. (5 6634285

¥ (r5e)

. 259823 1| 259823 _ 1y | T oreeew T ) ) 259823 1
—sn ﬁ(l 196) cn —) (1 1'96) 1-0,7669987 - 1—(5)2 +0,7669982 — j - 0,766998 - dn B S W ) ,(1—1'%)
5[ X\see3az85

K(s 6634285”
K(1 1 %)

5, =

2 59823 2.59823

(" (ﬁ))'(l w0

1-155) |+ g 0.766998° - sn?
5 6634285 .

(3% ¥ (735)

_ 2.59823 2.59823 \/72 _ 2 2.59823
sn <2 (1 583259 , (0. 489796)) < 1. 583259 , (0. 489796)) 1-0,766998 1 —1 96 -0,766998% — j - 0,766998 - dn (1 —1583250V’ ,(0.489796)

1. 86282 1 86282 1.86282

s, =

2.59823 1. s 2| 259823
(5. ,(0.489796) | + 55 0,766998" - sn 2.(1'583259),(0.489796)
(Tsezs7) 186282

—on (222823 0.489796) - en (22252,0.489796) - 0.641649 - 0.836573 — - 0,766998 - dn (222922 0.489796 )
S; = * '
en? (222823 0.489796) + 1 }36 10,7669987 - sn? (222823 0.489796)

_ —sn(1.52837,0.489796) - cn(1.52837,0.489796) - 0.641649 - 0.836573 — j - 0,766998 - dn(1.52837,0.489796)

Sy =
cn®(1.52837,0489796) + 1 }36 0,7669982 - sn?(1.52837,0.489796)

—(0.974033) - 0.226404 - 0.641649 - 0.836573 — i -0,766998 - 0.731649
0.226404% + 0.510204 - 0.5882859 - 0.9740332

Sy, =

s, = —0.352286 — 1.67006 i

Damit haben wir die beiden konjungiert komplexen Polstellen mit negativem Realteil berechnet.

1
5,66342852

1
K (5,66342852>

< (z90)

cd| 2- ccd™t (—i - (—0.352286 — 1.67006 i) |

1.96) |
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1

1
K (5,66342852> ) |
1.96/ ' 5,66342852

cd| 2- 1
K (19s)

ccd™t (—1.67006 + 0.352286i |

cd(1.7 - (2.79423 —1.52837 )| 0.0311775)
cd(4.75019 —2.59823i| 0.0311775) = =10

Einsetzen in die Ubertragungsfunktion
1
2. p2(g8
\/ 1+¢2 - RZ (3| ].)

1
J1+012 - (=100)?

|H(s)| =

|H(s)| =

|H(s)| = !
S1=0
Passt!

Vergleich mit der rationalen Darstellung

—5.66344 - x? + 3.33172

R,(1,4,x) = 7333072 at x = —i-(—0.352286 + 1.67006i) = 10i
Ry(1,4,x) = ~5.66344 - x” +3.53172 tx= —i-(—0.352286 — 1.67006{) = —10i
(LX) = 33y wx= U0 ' Ve
Passt auch!
Mal probieren
R, (14, x) = —5,663446 - x% + 3,33172
2\ LX) = x2 — 333172
Daher
|HC)| =
V1+e2 - REEI®)
1
|[H(O| = >
14012 - (—5,663446-x +3.,33172)2
' x? —3,33172
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1.000

0.999

0.998

0.997

0.996

0.995

A\
A\

0.0 0.2 0.4 0.6 08 1.0

Man sieht schon, dass die minimale Abschwéchung im Stoppband bereits an der Stelle § = 1,4
auftritt. Der Funktionswert an dieser Stelle betragt 0,870143.

Ly(® = (14 +/147 = 1) = 56634285

Das ist der Funktionswert von Rz an der Stelle &.
Davor entsteht eine Nullstelle an 1,8253. Das ist natiirlich die Polstelle von Ry.

Die Welligkeit im Durchlassband: An der Stelle 0 ist der Wert von Ry = -1, daher ergibt sich hier
der Minimalwert der Ubertragungsfunktion zu

1
|H(s)|min = ———= 0,995
V1 + g2

Dementsprechend ist die Welligkeit im Durchlassband

1

1 ——
iter

Der Maximalwert 1 wird an der Stelle 0,766997 erreicht. Das ist natiirlich die Nullstelle von Ry.

Ebenso sieht man, dass w, = 1 und ws = § sind.

6.3.4.3. Die vereinfachte Berechnung der komplexen Ubertragungsfunktion

Jetzt stellt sich die Frage, ob die Berechnung der Polstellen der Ubertragungsfunktion nicht
einfacher ginge. Logischerweise tritt die Polstelle auf, wenn

1+&2 - REEIX) =0

Im Spezialfall

001 —5,66344 - x? + 3,33172\, _ )
’ x2 — 3,33172 N

Fall 1

o1 (7566344 %7 +333172)
’ X2 — 333172 =T
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~0,566344 - x2 +0,333172
x? — 333172 =J

—0,566344 - x2 + 0,333172 = j(x? — 3,33172)
—0,566344 - x2 + 0,333172 = j - x%2 — j - 3,33172
0,566344 - x% +j - x> = —0,333172 — j - 3,33172

(0,566344 + j) - x? = (—0,333172 —j - 3,33172
J J

~ [(-0333172 - -333172)
= (0,566344 + ))

x =/—2,66547 —1,17640 i

x = +(0,352178 — 1,67018 i)

Jetzt muss man mit den Vorzeichen aufpassen, Wir bendtigen nur die Werte in der linken
Halbebene, Also

sy =—0,352178 + 1,67018 i

Das ganze nochmal fiir das andere Vorzeichen, Fall 2

01 —5,66344 - x* +3,33172\
’ x2 — 333172 -

—0,566344 - x2 4+ 0333172
X2 — 333172 =

—0,566344 - x2 4+ 0,333172 = —j - (x? — 3,33172)
—0,566344 - x2 + 0,333172 = —j - x% +j - 3,33172
0,566344 - x2 —j - x> = —0,333172 +j - 3,33172

(0,566344 — j) - x? = (—0,333172 +j - 3,33172)

_|(=0,333172+j - 3,33172)
= (0,566344 — )

x =/—2,66547 + 1,17640 i
x = —(0,352178 + 1,67018 i)
s, = —0,352178 — 1,67018 i

Vergleich mit der Berechnung liber die Winkelfunktionen
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s; = —0,352286 + 1,67006i
s, = —0,352286 — 1,67006 i
Passt doch!

Damit ergibt sich eine einfache Berechnung der Nullstellen:

1
|H()| = =0
Vi+e? - REGEID
Konkret
1 —
—5,66344 - x2 + 333172\,
2. U ) 2
\/1+0’1 ( x2 —3,33172 )
Quadrieren darf man ja
1 =0
14012 - (—5,66344 -x% + 3,33172)2 -
’ x? —3,33172
1

0

11,1004 — 37,738 x2 + 32,0746 x*

1+001 - —=77002 — 66634422 + x2
1 =0
11,1004 — 6,66344x7 + x* 0111004 — 0377387 +0,320746x* _
11,1004 — 6,66344 x%Z + x* 11,1004 — 6,66344 % + 7
! =0
11,1004 — 6.66344x%Z + x* + 0111004 — 037738 xZ + 0320746 x* _

11,1004 — 6,66344 x? + x*

11,1004 — 6,66344 x* + x* _0
11,1004 — 6,66344 x2 + x*+ 0,111004 — 0,37738 x2 + 0,320746 x*

Wenn nicht zufillig der Nenner da auch Null wird
11,1004 — 6,66344 x> + x* =0
Die Losungen sind
X1 = £1,8253

Achtung Falle:

-0

Die Nullstellen sind daher
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Py =Jj - +1,8253

Die komplexe Ubertragungsfunktion lautet bekanntlich (um das konstante Glied P(0) = 1 zu
erhalten)

Konkret

(1 ___ P
+1 8253 ]

H(P) =

(
(
(1~ =zzz539)
(

1- ) 1— P )
-0, 352286 T1,670061 —0,352286 — 1,67006 1

Auf komplexe Frequenzen umrechnen

( 18253 1)( —18253 ])

HG-Q) =
0, 357356 + 1670061 —0,352286 iz1 570067)
(1- )(1-
HG-Q) = ( az53) (1 + 1 19753)
=0, 157706 + 1670061 0352256 i21 570067)
(1- )(1-
o i 8253 i 8253
Wi = (1 - 18253) (1 *+ 18753)
0 )
(1- —0,35228]6 +1,67006 )(1- —0,35228]6 —1,67006 )

1 — 0,300145 02
(1 - 0,5732720+ i - 0,120927 -2)(1 + 057327202+ i-0,120927 - 1)

H(Q) =

1 — 0,300145 0?

H®) = 1031326202 7 1 - 0241854 0
Normieren auf
H(0) = L 0995037
ize
) = 0,995037 — 0,995037 - 0,300145 02
—0,343264 0% + i - 0,241854 - 0
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0,995037 — 0,29865538 - 22

H(2) =

Umrechnung auf Polarkoordinaten

1 — 0,343264- 0%+ i - 0,241854 - 0

(0,995037 — 0,29865538 - 22)£0

H(Q) =
0,241854 - 01
. 2 — . 02)2 ’
(J (0,241854 - 2)2 + (1 — 0,343264 - 22) )Larctan(l 0343060 .Qz)
D — (0995037 — 029865538 -0%) | ( 0,241854 - 0 )
- A1 = 0,343264 - 02

(V1 = 0628035- 02 + 0,11783 - 0%)

Normieren auf natiirliche Grenzfrequenz

(0,995037 — 0,29865538 - a?

)

1

(J1 — 0,628035 - a? + 0,11783-a4) vz

a =1,52954
Einsetzen

H@) = | (0,995037 — 0,29865538 - 1,52954 - 02)
|(J1 — 0,628035 - 1,529542 - 0% + 0,11783 - 1,52954* - 0*)

(0,995037 — 0,6987 - 02)
(V1 = 146928324 02 + 0,64491 - 0%)

H(Q) =

normierter Cauer Tiefpass n=2 £=0,1 §=1,4

0,01 0,10 1,00 10,00 0,01

Q
0
0,50
s
t 1,00
-10 i

{

Amplitude [dB]
Phase [rad)

£ — arctan (

£ — arctan (

0,241854 -1,52954 -

0,37 -0

1 - 0,803 -.(22>

normierter Cauer Tiefpass n=2 €=0,1 §=1,4

10,00

1 — 0,343264 - 1,529542 -.(22)
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6.3.4.4. Bewertung der Cauer - Tiefpass - Filter niedriger Ordnungen

Wie man auf den ersten Blick erkennt, ist das Ergebnis als Tiefpassfilter wenig befriedigend.
Bestenfalls kann es als Bandsperre durchgehen. Um zu einem ,echten“ Cauer - Tiefpass 2.
Ordnung zu kommen, spielen wir zuerst mit &.

Um bei € = 0,1 auf eine Sperrtiefe von -20 dB bei 1 = 10 zu kommen, verwenden wir den Ansatz

1

H =
= A ream

Einsetzen

1 1

10~ /1+ 012 - RZ(Z[10)

10 = J1 +0.12 - R%(£|10)
100 =1+ 0.1%2 - R3(£|10)
99 = 0.01 - R%(£]10)
9900 = R2(£|10)

99,5 = R, (£ |10)

D1 _/ 1
R,(&,x) —mmltt = 1—?

(t+1)102—1_+995
(t—1)1024+1 ~— 7

Bekanntlich gilt

Daher

(t +1)100 — 1

L =4995
(t—1D100+1

Das lassen wir rechnen - dabei muss man aufpassen, damit man nicht die komplexen Losungen
erwischt!

t = 0970299

f 1
§= 1 —0,970299>2
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& =4,13379

Wie sieht dazu die Ubertragungsfunktion aus?

1

’ (0,970299 — 1) - x2 + 1

|H()| =

Auf natiirliche Grenzfrequenz normieren

1 1

1+0,12 - ((0,970299 +1) a?— 1)2
1] (0,970299 —_ 1) . az + 1

(0,970299 + 1) - a? — 1\
1+(01 - : _
(0970299 — 1) - % + 1

(0970299 + 1) -a>—1 _
(0970299 - 1) -a?+1

(0970299 +1) -a® -1 _

0970299 —1) 2 +1_ 0

a = 2,20263

Einsetzen

1
|HQO| =

140,12 - ((0»970299 +1)-4,85158 - x* - 1)2
' (0,970299 — 1) - 4,85158 - 2% + 1

08
06
04

02

0.0
[

: ¢ 6 8 10

Man erkennt, dass sich erst mit hohen Werten von & bei niedrigen Ordnungen eine praktikable
Sperrtiefe erzielen lasst.
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Nur zum Probieren: e = 0,1 und § = 10

’ 1
t= 1—?= 0,995

|H()| =

1

\/1+0,12 '

((0,995 +1)-x2— 1)2
(0,995 —1) - 22+ 1

Auf natiirliche Grenzfrequenz normieren (hier ein wenig anders formuliert)

1

L
V2

J1+012 _ ((0,995+1)-a—1)2

(0995—1) - a+1

a =~ 5,37897310513447

1

) —1)-5, “x" +
(0,995 —-1) 53789731 -x*+ 1

Jl L 01z ((0,995 +1)-53789731 - x* — 1)2

Einsetzen
|H(x)| =
(1}
1.0
-10
08
-20
0.6
04 -30
0.2 -40
0.0
0 2 4 6 8 10 -50L
Linear

Der Grenzwert betragt 0,0250316 = -32,03 dB

dB

Das entspricht erwartungsgemafd weitgehend dem Tschebyscheff - Filter. Man erkennt, dass
Cauer - Filter niedriger Ordnung den héheren Schaltungsaufwand nicht rechtfertigen.

Wie ist das beim Filter 5. Ordnung? Hier bringt das Tschebyscheff - Filter mit 1 db Welligkeit bei

Q = 2 eine Sperrtiefe von 46 dB.

Die Ubertragungsfunktion des Cauer - Filters 5. Ordnung mit £ = 1,4 lautet bekanntlich

[(1 —0.862947 - 02 + 0.160705 - 0%)]

V1 — 1.504923 - 22 — 0.804358-2* + 5.389433-06 — 7.205325-08 + 3.3025-N10

328



Einsetzen
[(1 —0,862947 - 2% 4+ 0,160705 - 2%4)|

\/1 — 1,504923 - 22 — 0,804358- 2% + 5,389433-26 — 7,205325-28 + 3,3025- 210

0119492 _ 0,00276 = —51,16 dB
43,1767 ' B ’

Oder mite =0,15und§=1,1und Q =2
1
= 0,0816798 = —21,8dB

\/1 Co1s . ((10,49677-2 — 33,146233 - 23 +24,150159'25)>2
' (2,91941 — 3,8906676 - 22 + 1,1963575 - 29)

Grenzwert 0,00165120 = -55,6 dB

Alternativ kann man eine deutlich hohere Welligkeit in Kauf nehmen.

Wir probieren mitn=2,e=0,8und § = 1,4

p(1 )_1—1,7~x2
2WHX) =032
1 1
) ' 2 ’ X 2. — L7 2
\/1+o,s (—0,3-x2—1>
IH )| !
x)| =
1-17 22\,
\/1+(o,s —0,3-x2—1)
1
|H(x)| =
J1+<0,8—1,36-x2>2
03 x2—1
1

|HCo)| =
\/1 N (0,64 — 2,176 x> + 1,8496 x4)
1-06x%+ 0,09x*

1
[H(x)| =
J1 —0,6x2 4+ 0,09x*+0,64 — 2,176 x2 + 1,8496 x*

1 - 06x? 4+ 0,09x*

1

[H(x)| =
\/1,64- — 2,776 x% + 1,9396 x*
1 —0,6x2%2 + 0,09 x*

1 - 06x2 + 0,09x*
|HQ)| = > 7
1,64 — 2,776 x2 + 1,9396 x
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Normieren

1-06a%+009a* 1
1,64 — 2,776 a® + 1,9396 a* 2
1 - 06a? + 0,09a* 1

1,64 — 2,776 a2 + 1,9396 a* 2

a =1,04132
Einsetzen
1 — 0,6 -1,04132%2-x2 + 0,09-1,04132% - x*
|H(x)| = 2 2 4 4
1,64 — 2,776 -1,04132°- x* + 1,9396-1,04132% - x
1 — 0,6506-x2 + 0,1058- x*
|H(x)| = > 7
1,64 — 3,0102- x* + 2,2806- x
1.0
08
06
04
02
o.oo 2 n 6 3 10

Grenzwert: 0,215 oder -13,3 dB

Zum Abschluss nun nicht zaghaft sein: n=2,e =10 und § = 1,4

1 1
Ry (LA X 2. (22— L/ A2
J1+1o (0’3_)62_1)
HE)| !
x)| =
1-1,7 x%\,
\/1-}-(10 —0’3.x2_1>
HO| !
x)| =
J1+(10—17-x2>2
03-x2-1
1

[H(x)| =

\/1_'_100 — 340 x2 + 289 x*
1 —0,6x2%2 + 0,09 x*
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1

\/1 — 0,6 x% 4+ 0,09 x*+ 100 — 340 x? + 289 x*
1 - 0,6x?+ 0,09x*

[HQO)| =

1

J101 — 340,6 x + 289,09 x*
1 - 06x2 + 0,09 x*

|HG)| =

1 - 0,6x2 + 0,09 x*
|[H(x)| = > 7
101 — 340,6 x* + 289,09 x

Auf natiirliche Grenzfrequenz normieren

101 — 340,6 a% + 289,09 a* 2

\/ 1—-06a? + 0,09 a* 1

1 - 06a? + 0,09a* 1
101 — 340,6 @ + 289,09 a* 2

a = 0,797395
Einsetzen
1 - 0,6-0,797395%-x2 4+ 0,09 - 0,797395% - x*
IH(x)l = 2 2 4 4
101 — 340,6-0,797395“ - x2 + 289,09 -0,797395% - x
\HG)| = 1 — 0,3815-x2 + 0,036386 - x*
YI= 1101 — 216,5667 - x2 + 116,876 - x*
Logarithmischer Plot

0 1 — 0,3815-x2 + 0,036386 - x*
y= %81 101 — 216,5667 - x2 + 116,876 - x*

Ist man also bereit, im Durchlassband eine nicht
normierte Abschwichung von bis zu 20 dB zu
akzeptieren, erhdlt man als Belohnung eine
minimale Sperrtiefe von -35 dB.
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Damit sind die Moglichkeiten wohl weitgehend
ausgeschopft. Man wird sich also genau iiberlegen miissen,
ob der hoéhere Schaltungsaufwand  tatsichlich
gerechtfertigt ist. Vor allem auch, nachdem bei
Tschebyscheff die Ausgangsspannung bei steigernder
Frequenz gegen Null geht, wihrend bei Cauer nach der ,*
Welligkeit ein weitgehend konstanter Wert erreicht
wird.107

n=4

1G1/ dB

AlF

S0F

il L L I 1
g pog oeser g F B 2 T

Als nichstes probieren wir zwecks Uberpriifung der Ubereinstimmung mit der Literatur das
Cauer Filtern=5,¢=0,15,§=1,11

Wir verwenden die bekannten Berechnungsformeln

ma(f) 20

Konkret also (Konvention mit m)

1 1 1 2,28446 1
x; =cd (K( ) ) = cd( | ) = 0,979284

12321) '5'12321 5 112321
_ d(K( 1 ) 3 1 )_ d(3-2,28446 1 )—0736359
X2 =¢ 12321) '5'12321) =€ 5 112321)= "

IEREEE
X3 =¢ 12321) '5'12321) ©

_ d(K( 1 )7 1 )_ d<7-2,28446 1 )_ 0.736360
Xa=C 12321) 5112321) =€ 5 112321)= "

1 y9 1
X5 = cd (K (1,2321) 5l 1,2321) = —0,979284

_f_ M 1,13348
1= T 0979284
£ 111
X = 1,507417

P2 = ¥, ~ 0,736359

107 Grafik aus: https://silo.tips/download /analoge-bertragungstechnik , letzter Zugriff 08.05.2022.
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1,11
= = = OO
Xp3 0
L P 1,507417
Yot =, T 0736359
& 1,11
xps = —

=—————=-1,13348
x5 —0,979284
Bekanntlich gilt:

R, (£,%) = 1g x T, (= x)

,nungerade
(o = xp1)
Mit den Nullstellen x; und den Polstellen xp;, Der Faktor ro wird so gewahlt, dass R,(§, 1) =1 gilt
Praktisch daher

(x —0,979284) - (x + 0,979284) - (x — 0,736359) - (x + 0,736359)
Rs(1,1,x) =15 x

(x — 1,13348) - (x + 1,13348) - (x — 1,507417) - (x + 1,507417)

Re() = 0519992 — 1,50122 x2 + x*
sALLX)=T0X 591941 — 3,55708x2 + x°

Bestimmung des Vorfaktors

R = 0519992 — 1501222 + x* _
stHLE = To 291941 — 355708 x% + x*

Rs(1,1,1) =1,-0,0518091243 = 1
o = 19,30162

Zusammengefasst daher

Re(LLx) = 19,30162 . x 2219992 — 15012227 + x*
ST X 2,91941 — 355708 x2 + x*

19,30162 - 0,519992 - x — 19,30162-1,50122 x3 + 19,30162 - x>
R5(1,1,X) =

2,91941 — 3,55708 x% + x*

Re(L1 ) 10036688 x — 28,976 - x3 + 1930162 - x5
sibLX) = 291941 — 355708 x% + x*

Nun berechnen wir den Korrekturfaktor fiir die natiirliche Grenzfrequenz

1 1
1462 - R2(L,11Q) 2
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1 1

10,036688-a — 28,976 -a3 + 19,30162 - a5>2 2
2,01941 — 3,55708 a2 + a?

140,152 - (

140152 <10,036688 -a — 28976-a3 +19,30162 a5> .

2,91941 — 3,55708 a? + a*

10,036688 -« — 28,976 - a3 +19,30162 - a® .
0,0225 -

2,91941 — 3,55708 a? + a*

10,036688 - a — 28,976 -a® + 19,30162 - a® , 400
2,91941 — 3,55708 a? + a* 9

10,036688 - a — 28,976 - a® +19,30162 - a® 20

2,91941 — 3,55708 a2 + a* 3
a = 1,04584
Daher
10,036688 - 1,04584 - x — 28,976 -1,045843 - x3 +19,30162 - 1,04584° - x>
R:(1,1,x) =

2,91941 — 3,55708 - 1,04584% - x2 + 1,04584% - x*

10,49677 - x — 33,146233 - x3 + 24,150159 - x°

Rs(1,1,x) =
s(LLx) 2,91941 — 3,8906676 - x> + 1,1963575 - x*

Daher lautet die Amplitudenfunktion

1
Gs(2) =

140152 - ((10,49677-x — 33,146233 - x3 +24,150159-x5)>2
’ (2,91941 — 3,8906676 - x> + 1,1963575 - x*)

[ 1 2 3 4 5

Und zwecks Vergleichs mit der Literatur quadriert

1

(10,49677 - x — 33,146233 - x3 +24-,150159-x5)>2
(2,91941 — 3,8906676 - x> +1,1963575 - x*)

Gs*() =

1+ 0,15% - (

(2,91941 — 3,8906676 - x? + 1,1963575 - x*)?
(2,91941 — 3,8906676 - x2 + 1,1963575 - x*)*+ (0,15 - 10,49677 - x — 0,15-33,146233 - x3 + 0,15 24,150159 - x5)*

Gs*(x) =

(2,91941 — 3,8906676 - x? + 1,1963575 - x*)*
(2,91941 — 3,8906676 - x2 + 1,1963575+ x*)* + (1,5745155-x — 4,97193495 - x3 + 3,62252385 - x5)?

Gsz(x) =
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3,8906676 _, i 1,1963575 x4)2

2- [— .
6200 = 2919417 (1 201941 " * t 7291941
5 (2,91941 — 3,8906676- x2 + 1,1963575 - x*)2 + (1,5745155-x — 4,97193495 - x> + 3,62252385 - x5)2
6700 2019412 (1—1,33269- x2 +0,40979 - x*)?
5 X) = 2
2919412 (1—1,333269- x2 + 0,40979 - x*)? +%(1,5745155-x — 4,97193495 - x3 + 3,62252385 - x5)>

2,91941%- (1-1,33269 - x% +0,40979 - x*)?

Gsz(x) =
1,5745155 4,97193495 3,62252385
2, — . 2 . 2 2 2 . R .13 2 . v5)2
2,919412- (1—1,33269- x2 + 0,40979 - x*)? + 2,91941 ( SoT0aT " * — 70104 ¥ tUzotoar % )
62 = 2,91941%- (1—1,33269 - x* + 0,40979 - x*)?
5 ) = 5919412 (1—1,33269- x2 + 0,40979 - x#)? + 2,91941%(0,5393266 - x — 1,70306156 - x3 + 1,240841 - x5)
620 (1-1,33269 - x? +0,40979 - x*)?
x) =
s ((1-1,33269 - x? +0,40979 - x*)? + (0,5393266 - x — 1,70306156 - x* + 1,240841 - x5))
.2 _ 1 — 2,66538x2% + 2,59564 x* — 1,09225x° + 0,167928 x°
5700 = 1 — 2,66538 x2 + 2,59564 x* — 1,09225 x® + 0,167928 x8 + 0,290873 x2 — 1,83701 x* + 4,23886 x¢ — 4,22646 x8 + 1,53969 x10
62() 1 — 2,66538x2% + 2,59564 x* — 1,09225x® + 0,167928 x8
x =
5 1 — 2,37451 x% + 0,75863 x* + 3,14661 x® — 4,05853 x8 + 1,53969 x19
10
08
06}
04
0.2
00l '
00 0.5 10 15 20 25 30

In der Literaturl08 steht:

Gain of Elliptic filter with n=5 xi=1.11 epsilon=0.15

1.0

G(x)
08

04

02

r

0.0 05 1.0 15 20 25 3.0 Passt.

108 Mark Kleehammer: Mathematical Development of the Elliptic Filter, S.53
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6.3.4.5. Zum Abschluss dieses schwierigen Kapitels als Zusammenfassung und
Kochrezept die Berechnungen fiir die Cauer - Filter der Ordnungen 2 bis 5

Fiir alle Berechnungen gilt: e = 0,1 und § = 1,4
o)n=2
Die direkte Berechnung der Pole xpm und Nullstellen xm

Allgemeine Formeln (Konvention mit m)

wmea6() 2

(x —x)(x — x3)

) (x —x2)

R,(&,x) = ,7p sodass R,(§,1) =1

Zahlenwerte
x; = +0,766998
x, = —0,766998

Xp = +1,82530
Xpy = —1,82530

Daher lautet das Zahlerpolynom
(x —x)(x —x,) = (x — 0,766998) - (x + 0,766998) = x% — 0,588286
Und das Nennerpolynom

(x — xp1)(x — xp2) = (x — 1,82530) - (x + 1,82530) = x? — 3,33172

Zusammengefasst
R, (14, x) = x% —0,588286
2 X =052 333172
Jetzt miissen wir noch den Faktor bestimmen:
R,(141) = 12 — 0,588286 _
24D =T a7, =
0411714
0733172

To = —5,663446

Endergebnis
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x% —0,588286 _ —5,663446 - x% +3,33172 _1-17- x?

R,(1,4,x) = —5,663446 = =
2(L4x) x? —3,33172 x? —3,33172 03-x2—-1

Die Berechnung des Polynoms ohne Verwendung der elliptischen Funktionen

t+Dx*—1 1
R,(&,x) =mmltt = 1—?
t= |1 ! =07
- 4% 7

07+Dx*-1  1,7-x*-1 1-17 x?

R,(1,4,x) = = =
(LX) = T T T T 03 241 03 27 -1
Die Amplitudenfunktion
|H(x)| =
J1+e?2 - RAGEIX)
1 1 1
“Ll(x)lz\/1+o12 R2(14|)= 1-17 22\, 01—-0,17-x2
) ' 2 ) X 2. - 4L/ 2 ) : 2
J1+0'1 (0,3-x2—1) \/1+< 03 x2—1 )
1
|H(x)| =
J1+0'01 — 0,034 x2 + 0,0289 x*
1 - 0,6x2%2+ 0,09 x*
1
|[H(x)| =

Jl — 0,6 x%2+ 0,09 x4+0,01 — 0,034 x% + 0,0289 x*
1 - 0,6x%+ 0,09 x* 1 - 06x%+ 0,09 x*
1

\/1 — 0,6 x%+ 0,09x*+0,01 — 0,034 x2+ 0,0289 x*
1—-06x%+ 0,09x*

[HQO)| =

1

J1,01 — 0,634 x2+ 0,1189 x*
1 - 0,6x%+ 0,09 x*

|H()| =

1 - 06x%+ 0,09x*
|H()| = > I
1,01 — 0,634x2 + 0,1189x
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Die Berechnung der komplexen Ubertragungsfunktion aus der Amplitudenfunktion
Polstelle, wenn
|[H(x)| = o0
Also konkret
1,01 — 0,634x%+ 0,1189x* =0

Das lassen wir rechnen

P, = —1,67043 — 0,352443 i

P, = —1,67043 + 0,352443 i

P; = +1,67043 — 0,352443 i

P, = +1,67043 + 0,352443 i
Nullstelle, wenn

|[H(x)| =0
Also konkret
1—-06x%+ 0,09x*=0
Das lassen wir rechnen
N;, = +1,8253

Und jetzt muss man aufpassen! Da wir von der reellen Amplitudenfunktion ausgehen, sieht unser
Ansatz fiir die komplexwertige Ubertragungsfunktion so aus: Es werden die Polstellen der oberen
Halbebene verwendet. An anderen Literaturstellen wird das aber durchaus anders gehandhabt!
Denn dort rechnet man mit s = x - j und verwendet die Polstellen der linken Halbebene. Natiirlich
kommt man zum gleichen Ergebnis, mir erscheint diese Darstellung aber unnétig ,um’s Eck
gedacht”.
Diese Argumentation kann man auch noch anders formulieren: In den resultierenden

Nennerpolynomen miissen alle Terme positiv sein, um Stabilitit zu garantieren. Dabei ist
allerdings mathematische Korrektheit geboten, denn j* darf nun nicht durch -1 ersetzt werden!

(1-m) (- %)

H) =

(1 - 15753) (1 - =z5753)

H(Q) = - -
(1- ¥1,67043 + 0352443 ) (1- —1.67043 + 0,352443 i)
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(1 — 0,5478550)(1 + 0,547855 )

H) = = (0573134 — 0120925 ) W + (0,573134 + 0,120925 1) 2)

1- 0,302
1 + i(0,241850) — 0,343105 2

HW) =
Normieren auf

1
H(0) = = 0,995037
©) V1 + g2

0,995 — 0,2985 02
— 0,34310502?% + i (0,24185 02)

H@) =

Oder fiir die Auslegung des realisierten Filters umgeschrieben

0,995 + 0,2985 - j2 - 2
1 + 0,24185-j-0 + 0,343105 - j2 - 2

H() =

Umrechnung auf Polarkoordinaten

1(0,995 — 0,2985 02)| £ 0
J(1 — 0,343105 02)* + (0,24185 )2 Larctan(

H) =

0,24185 0 )
1 — 0,343105 027

1(0,995 — 0,2985 0?)]
H) = Z— arctan(
\/1 — 0,627719 2% + 0,117721 0*

0,24185 12 )
1 — 0,343105 0?

Vergleich mit der Amplitudenfunktion

HOO| = 1-06x2+009x* (0,995 — 0,2985 x2)
T 101 = 063427+ 01189x* [T — 0,627719 %2 + 0117721 x*
1-06x2+009x* (0,995 — 0,2985 x2)?
1,01 — 0,634x% + 0,1189x* 1 — 0,627719x% + 0,117721 x*
1-06x2+ 009x* 0990025 — 0,594015x? + 0,0891022 x*
1,01 — 0,634x% + 0,1189x* 1 — 0,627719x2 + 0,117721 x*
1-06x%+0,09x*  1,01(0,990025 — 0,594015 x2 + 0,0891022 x*)
1,01 — 0,634x% + 0,1189x%  L0L(1 — 0,627719x% + 0,117721 x*%)
1 — 0,6x%+ 0,09x* 1-— 0,6x% + 0,09 x*

1,01 — 0,634 x%+ 0,1189 x* - 1,01 — 0,634 x% + 0,1189 x*

Passt,
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Bei der numerischen Auswertung des Phasenwinkels muss man natiirlich wieder auf die

Quadranten achten!
Jetzt noch auf die natiirliche Grenzfrequenz umrechnen

(0,995 — 0,2985 a?) 1

J1 - 0627719 a2 + 0,117721a* V2

Das lassen wir rechnen

0,24185-1,53- 2

0,37 - 02 )

a=1,53
Daher
[(0,995 — 0,2985 - 1,53%-n?)]
H(2) = £ — arctan (
\/1 — 0,627719-1,53%2-02 + 0,117721 - 1,534 - 0*
[(0,995 — 0,7 - .Qz)l
H) = £ — arctan (
V1 — 1,47 02 +0,645- 04
normierter Cauer Tiefpass n=2 £€=0,1 §=1,4

B o i l -1,00

g a5 § g 50

é 20 h/ g
o)n=3

Die direkte Berechnung der Pole x,m und Nullstellen xn

Allgemeine Formeln (Konvention mit m)

(x —x)(x —x3)

x = xp1) (¥ = %p2)

R3(§,x) =19 x (

Zahlenwerte

1y 2-1-1 1 11
x1=cd<K( ) | >=cd(1,86282-—|—

1,96 3 1,96 3'1,

96

1 — 0,803175 - N2

normierter Cauer Tiefpass n=2 €=0,1 §=1,4

,Tgsodass R3(§,1) =1

) =0,901142

1 — 0,343105 - 1,53%- 02

)

10,00

340



—d(K(l)z'z_l 1)— d(1862821 1)—0
2 =¢ 196 3 I19g) = 4V 1To6) =

1\ 2:3-1 1 5 1
x3=cd(1(< ) | )=cd<1,86282-—|—)=—0,901143

1,96 3 1,9 3'1,96
Xpy = 1,55358
Xpy =
Xp3 = —1,55358

Daher lautet das Zahlerpolynom

(x —x;)(x —x,) = (x — 0,901142) - (x + 0,901142) = —0,812057 + x?
Und das Nennerpolynom

(x — xp1)(x — xp2) = (x — 1,55358) - (x + 1,55358) = —2,41361 + x?
Zusammengefasst

x3—0,812057 x

Rs(L4x) = 10— 3367

Jetzt miissen wir noch den Faktor bestimmen:

13— 0,812057 -1 _

Rs(L4D) = 10— 77367

—0,132952 -1, =1
1o = —7,52148
Endergebnis

x®—0,812057x —7,52148 - x> +6,10787 x
x2 —2,41361 x2 —2,41361

Rs(1,4,x) = —7,52148 -

Die Berechnung des Polynoms ohne Verwendung der elliptischen Funktionen

(1—x,3)(x* —x,%)
(1—x,2)(x* - xpz)

R3 (f! .')C) =X
Mit

2
G= \/452 + (48262 -1))3
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. 2.52.\/6
V8 2@ +1)+12.6-22 -6 -6

X

p

2
x,% = 5—2
Xp
Konkret
2
G=14-196+(4-1,96(1,96—1))3 = 3,41768
) 21,96 -+/3,41768
X =
P /81,96 (1,96 + 1) + 12-3,41768 - 1,96 — 3,41768° —+/3,41768°
, 7,24689
X. =
P /46,4128 + 80,3838336 — 39,92033627 — 6,31825
2 124689 2,413621867
*r' =3002496  “
L 196 = 0,8120576
Y2 T2 2413621867
Ry(L %) = (1-2,413621867)(x* — 0,8120576)  —1,413621867 - x - (x* — 0,8120576)
V) = X7 0,8120576) (x2 — 2,413621867)  0,1879424(x% — 2,413621867)
Ru(L4, %) = 1,14794x — 1,41362x®>  —7,52158 x> +6,10795 x
VLX) = 0453622 + 0,187942 x2 x2 —2,41363

Die Amplitudenfunktion

1

|[H(x)| =
J1+e2 - RAGEIX)
1 1
|[H(x)| = =
J1+0,12 - RZ2(1,4|x) Jl 4012 (—7,52148 - x3 + 6,10787 x) )
’ x?2 — 2,41361

1

|H(x)| =

\/1 n 001_<37,3061 x? — 91,8804 x* + 56,5727 x6)
’ 5,82551 — 4,82722 x? + x*
1

\/1 n (0,373061 x? — 0,918804 x* + 0,565727 x6>
582551 — 4,82722 x? + x*

|H()| =
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1

5,82551 — 4,82722 x? + x* +0,373061 x? — 0,918804 x* + 0,565727 x°
582551 — 4,82722 x? + x* 582551 — 4,82722 x? + x*

|H(x)| =

1

5,82551 — 4,82722 x? + x* +0,373061 x% — 0,918804 x* + 0,565727 x°
5,82551 — 4,82722 x? + x*

|H()| =

HOO| - 582551 — 4,82722 x2 + x*
Y= 582551 — 445416 x2 + 0,081196 x* + 0565727 x5

Die Berechnung der komplexen Ubertragungsfunktion aus der Amplitudenfunktion
Polstelle, wenn
|[H(x)| = oo
Also konkret
582551 — 4,45416 x* + 0,081196 x* + 0,565727 x® = 0
Das lassen wir rechnen
P, = —1,29674 — 0,254125i
P, = —1,29674 + 0,2541251i
P; = —1,837781i
P, =1,83778i
Ps; =1,29674 — 0,254125
Pg =1,29674 + 0,2541251
Nullstelle, wenn
|[H(x)| =0
Also konkret
582551 — 4,82722x% + x* =0
Das lassen wir rechnen
N;, = £1,55416

Einsetzen (in dieser Notation verwenden wir die Polstellen der oberen Halbebene)
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1Y) 1Y)
H) = (;‘m)(l—zv—z)

-B6-H0-D

(“ﬁ)(l—ﬁ)

H) =

(1- —1,29674 f 0,254125 ) (1- 1,29674 +Qo,254125 ) (1- 1,83!;78 )

(1 — 0,6434340)(1 + 0,643434 )
(1 + (0,742643 + 0,145537 i) 2)(1 — (0,742643 — 0,145537 i) 2)(1 + (0,544135 ) )

H) =

1 — 0,414007 22
+ i-0,835209 -2 — 0,731083-0? — i-0,311626- 03

H(D) = 1

Oder fiir die Auslegung des realisierten Filters umgeschrieben

H() 1+ 0,643434 0 1-0,643434 10
140544135 -2 (1+ 0,742643 - 2 + 0,145537 - j - 2)(1 — 0,742643 - 2 + 0,145537 - j - )
H) = 1+0,643434 0 1-0,643434 0
@= 1+0,544135-j-0 ' 1(1+0,742643 - 2 +0,145537 - j - 2) — 0,742643 - 2 - (1 + 0,742643 - 2 + 0,145537 - j - 2) + 0,145537 - j - 2 - (1 + 0,742643 - 2 + 0,145537 - j - 2)
1+ 0,643434 0 1-0,643434 0
B = 0544135 0 (10742643 0+ 0145537 ] - 1) — 0.742643 -0 1~ 0742643 - 0.742643 -1 — 0742643 -1 0,145537 -] -1+ 0,145537 ] -0 1+ +0.145537 ] - 00742643 - A+ 10145537 ] -1 0,145537 ] @
1+0,643434 0 1-0,643434 0
HD) =

1+0,544135-j -2 "1+ 0,742643 - 2 + 0,145537 j-02—0,742643 -2 — 0,551519 - 0? — 0,108082 - j - 0% + 0,145537 - j - 2 + 0,108082 - j - 2% + 0,021181 - j* - 0?

1+ 0,643434 0 1-0,643434 12

H) = .
@) 1+ 0,544135-j-02 1+ 0,291074-j -2+ 0,551519 - j*- %+ 0,021181 - j- 2?

1+ 0,643434 0 1-0,643434 0
1+ 0,544135-j-2 1+40,291074-j -2+ 0,5727 - j*- 0?

H) =

Bei ungerader Ordnung entfallt das Normieren, da offensichtlich gilt
H(0) =1
Umrechnung auf Polarkoordinaten

[(1 — 0,414007 2%)| 20

H(Q) =

. — . N3
J(1 = 0,731083 - 02)% + (0,835209 - 2 — 0,311626 - 23)% Larctan ((0’835209 2 — 0311626 - 0 ))

(1-0,731083 - 12?)

[(1 — 0,414007 2?)]
H) = £ — arctan
\/1 — 0,764592 2% + 0,0139367 2* + 0,0971108 N°

(0,835209 - 2 — 0,311626 - 03)
(1— 0,731083 - 22)

Vergleich mit der Amplitudenfunktion

(1 — 0,414007 x?) _ 5,82551 — 4,82722 x2 + x*
\/1 — 0,764592 x2 + 0,0139367 x* + 0,0971108 x6 - 5,82551 — 4,45416 x2 + 0,081196 x* + 0,565727 x©
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(1 — 0,414007 x?%)? _ 582551 — 4,82722 x% + x*
1 — 0,764592x2 + 0,0139367 x* + 0,0971108 x6 ~ 5,82551 — 4,45416 x2 + 0,081196 x* + 0,565727 x©

1 — 0828014 x2 + 0,171402 x* _ 582551 — 4,82722 x% + x*
1 — 0,764592x2 + 0,0139367 x* + 0,0971108 x6 ~ 5,82551 — 4,45416 x2 + 0,081196 x* + 0,565727 x©

5,82551- (1 — 0,828014 x? + 0,171402 x*) _ 5,82551 — 4,82722 x2 + x*
5,82551- (1 — 0,764592 x2 + 0,0139367 x* + 0,0971108 x6) ~ 5,82551 — 4,45416 x2 + 0,081196 x* + 0,565727 x°©

582551 — 4,8236x + x* ~ 582551 — 4,82722x% + x*
582551 — 4,45414x2 + 0,0811884 x* + 0,56572x° 582551 — 4,45416x2 + 0,081196 x* + 0,565727 x°

Passt.

Bei der numerischen Auswertung des Phasenwinkels muss man natiirlich wieder auf die
Quadranten achten!

Jetzt noch auf die natiirliche Grenzfrequenz umrechnen

(1 — 0,414007 a?) 1

J1 — 0,764592 a2 + 0,0139367 a* + 0,0971108a V2

Das lassen wir rechnen
a=1,27682

Daher

|(1 — 0,414007 - 1,276822 - 02)| . ((0,835209»1,27682~!2 —0,311626 - 1,276823 ~n3)>
— arctan

HW) = VA
V1 = 0,764592-1,276822- 02 + 0,0139367 - 1,27682% - 0* + 0,0971108 - 1,276826 - 26 (1- 0731083 - 1,27682° - 02)

(1 —0,674943 - 0?)]
H(2) = £ — arctan
J1 — 1,2465-02 + 0,037 - 2* + 0,42077 - 02°

(1,066 - 2 — 0,6487 - %)
(1— 1,19186 - 22)

normierter Cauer Tiefpass n=3 €=0,1 §=1,4 normierter Cauer Tiefpass n=3 €=0,1 §=1,4
0,01 0,10 1,00 10,00 0,01 0,10 1,00 10,00
5 0,00 P
0 ! -0,50 K\* Q
1,00 + \

5 j
1,50 \\

-10

. [-\ -2,00 ‘k
2,50

-20 %\

Amplitude [dB]
Phase [rad]

345



o)n=4%4
Die direkte Berechnung der Pole x,m und Nullstellen xm

Allgemeine Formeln (Konvention mit m)

(x = 2x1)(x — x3) (x — x3) (x — x4)

(= 25 ) (x = 22) (% — %p3) (% — Xpa)

Ri(§,x) =1 , 7o sodass Ry(§1) =1

Zahlenwerte
- d(K( ! ) 2-1 1 )— d<186282 11 )—0945445
=e 196) 4 |1Tog) =L 2/796) =¥
= d(K( 1 ) -1 1 )— d(186282 3,1 )—0441721
X2 =¢ 196) 2 |1Tog) =L 21796) =0

= d(K( 1 ) 6-1 1 )— d(186282 5 1 )— 0,441725
¥z =¢ 1, x |19g) = (VL 2!706) =70

96
- d(K( 1 ) -1, 1 )— d(186282 71 )— 0,045446
X =C 196) 2 |Tog) =L 21796)=7©

1,4
xpl = m = 1,480784—
4 _ 3,169421
*p2 = 0441721 " >
= 14 = —3,169393
3= 0441725
1,4
Xpy = ——— = —1,480783

P4 T _0,945446

Daher lautet das Zahlerpolynom10?
(x = x1) (= x2) (x — x3) (x — x4)
(x —0,945445)(x — 0,441721)(x + 0,441725)(x + 0,945446)

0,174411 — 1,08899 x? + x*

109 Wieder einmal mussten aufgrund der Ungenauigkeit der Reihenentwicklung vernachlédssigbare Terme
weggelassen werden.
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Und das Nennerpolynom
(r = 2p1) (o = xp2) (3 = xp3) (x = x4)
(x —1,480784)(x — 3,169421)(x + 3,169393)(x + 1,480783)
22,0262 — 12,2379 x2 + x*
Zusammengefasst

x* —1,08899 x? + 0,174411

R.(14,x) =
s(L4 %) = Moy T 1 22,0262

Jetzt miissen wir noch den Faktor bestimmen:

1-1,08899 +0,174411 _
1—12,2379 + 22,0262

R4(1,4’,1) =T

75 - 0,0079179296 = 1
1o = 126,295641587

Endergebnis

x*—1,08899 x2 + 0,174411

R.(14,x) = 126,295641587
4(14,x) x* — 12,2379 x2 + 22,0262

126,295641 x* — 137,535 x2 + 22,0273

R.(14,x) =
4(14,x) x* — 12,2379 x2 + 22,0262

Auf konstante Glieder = 1 normieren

5,7336 x* — 6,243843x% +1

R.(14,x) =
(LX) = e %% — 055558 22 F 1

Die Berechnung des Polynoms ohne Verwendung der elliptischen Funktionen

(Ve 20+ (Ve X+l |1
B = D —vir -2+ -vo 21 T TP

1+07)(1+~07)* - x*-2(1+0,7)(1+07) - x> + 1

R,(1,4,x) =
+(14,x) 1+07)(1-+07)* - x*—-2(1+0,7)(1—-07) - x2 + 1
1,7-3,37332-x*—2-1,7-1,836660 - x* + 1
Ry(14,%) =

1,7-0,02668 - x* —2-1,7-0,163340 - x2 + 1
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5,734644 - x* — 6,244644 - x* + 1

R,(1,4 =

+(L4X) = 5075356 - 27 —0.555356  xZ 1 1
Stimmt tiberein.
Die Amplitudenfunktion

H)| L
x)| =
J1+e% - RE(E%)
1 1
|H(x)| =

JI+01% - RZ(L4N) \/1 4012 (5,734644 - x* = 6,244644 - x2 + 1) 2
'~ \0,045356 - x* — 0,555356 - x2 + 1
1

\/1 (0,5734644 -x*—0,6244644 - x? + 0,1) 2
0,045356 - x* — 0,555356 - x? + 1

|H(x)| =

1

\/1 n 0,01 —0,124893 x? + 0,504649 x* —0,716216 x° + 0,328861 x8
1-1,11071 x? 4+ 0,399132 x* — 0,0503775 x°® + 0,00205717 x®

|H()| =

1

[HCO| =
\/1 —1,11071 x% + 0,399132 x* — 0,0503775 x° + 0,00205717 x8 n 0,01 —0,124893 x? 4 0,504649 x* —0,716216 x® + 0,328861 x8
1-1,11071 x? 4+ 0,399132 x* — 0,0503775 x° 4+ 0,00205717 x® ' 1 —1,11071 x? + 0,399132 x* — 0,0503775 x° + 0,00205717 x8
H)| = 1-1,11071 x? + 0,399132 x* — 0,0503775 x° + 0,00205717 x&
L= 1= 1,11071 x? + 0,399132 x* — 0,0503775 x° + 0,00205717 x& + 0,01 — 0,124893 x2 + 0,504649 x* — 0,716216 x° + 0,328861 x&

\H(0)| = 1-1,11071 x? + 0,399132 x* — 0,0503775 x¢ + 0,00205717 x8
L= 1,01 — 1,2356 x? + 0,903781 x* — 0,766593 x® + 0,330918 x8
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Die Berechnung der komplexen Ubertragungsfunktion aus der Amplitudenfunktion
Polstelle, wenn
H()| = o
Also konkret
1,01 — 1,2356x% + 0,903781 x* — 0,766593 x® + 0,330918x% =0
Das lassen wir rechnen
P, =-1,1554 — 0,171061 i
P, = —-1,1554 + 0,171061i
P; = —0,752725 — 0,844992
P, = —0,752725 + 0,844992 i
Ps = 0,752725 — 0,844992 i
Pg = 0,752725 + 0,844992 i
P; =1,1554 — 0,1710611

Pg =1,1554 + 0,171061i

Nullstelle, wenn
|H(x)| =0
Also konkret

1-1,11071 x2 + 0,399132 x* — 0,0503775 x® + 0,00205717 x8 = 0
Das lassen wir rechnen
Nio34 = 13,1624
Ns¢78 = £1,4811

Wir verwenden wiederum nur die Polstellen der oberen Halbebene,

(-7)0-m)0-m)0-7)

(1-7)(-7) (1-5) (1-3)

(1- 3,12817) (1+ 3,12817) (1- 1,4%11) (1+ 1,4%11)

H(Q) =

H) = 0

)

(1- 11554 F 0,171061 (- ~0,752725 g 0,844992 )(1- 0,752725 f0,844992 D)(1- 11554 F 0,171061 )

1 — 0,555488 0% + 0,0454166 0*

H@) = (1 + (0,846936 + 0,125392 i) 2)(1 + (0,587788 + 0,659837 i) 2)(1 — (0,587788 — 0,659837 i) 2)(1 — (0,846936 — 0,125392i) 1)
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1 — 0,555488 0% + 0,0454166 N*
(0,572403 N* —1,84486 N2 + 1) + i (—1,16318 023 + 1,57046 )

H(Q) =

Normieren auf

1
H(0) = ——=0,995037
©) V1 + &2

1-0,995037 — 0,555488 - 0,995037 - N2 + 0,0454166 - 0,995037 - 0*
(0,572403 0% — 1,84486 02 + 1) + i (—1,16318 23 + 1,57046 Q)

H) =

0,995037 — 0,552731- 0% + 0,0451912- n*
(0,572403 N* —1,84486 N2 + 1) + i (—1,16318 023 + 1,57046 )

H(Q) =

Oder fiir die Auslegung des realisierten Filters umgeschrieben

0,995037(1 — 0,0996284 2?)(1 — 0,45586 0?)

HW) =
@ (1 + (0,846936 + 0,125392 i) 2)(1 — (0,846936 — 0,125392 i) 2)(1 + (0,587788 + 0,659837 i) 2)(1 — (0,587788 — 0,659837 i) 1)

0,995037(1 — 0,0996284 22)(1 — 0,45586 12?)

H() =
@ (1+40,846936 -2 +0,125392-i-2)(1 — 0,846936 - 2 4 0,125392 - i - 2)(1 + 0,587788 - 2 + 0,659837 - i - 2)(1 — 0,587788 - 2 + 0,659837 - i - 2)

0,995037(1 — 0,0996284 0?) (1-10,45586 .0%)
(1+40,846936 -0+ 0,125392 i -2)(1 — 0,846936 - 2 +0,125392 -i-2) (14 0,587788-0 +0,659837 -i-02)(1 —0,587788 -2 + 0,659837 -i-0)

H\) =

0,995037 — 0,0991339 07 (1-0,45586 0?)
1+ 0,250784-j -0+ 0,733024-j%-02 1 + 1,31967-j -0+ 0,78088 - j*- N2

H(Q) =

Umrechnung auf Polarkoordinaten

1(0,995037 — 0,552731- 0% + 0,0451912- 24)| 20

—1,16318 23 + 1,57046 0 )
0,572403 N* — 1,84486 0% + 1

H() =

\/(0,5724-03 0*—1,84486 02 + 1)*+ (—1,16318 23 + 1,57046 N)? Aarctan(

1(0,995037 — 0,552731- Q% + 0,0451912- 0%)|
HW) = £ — arctan
\/1 — 1,2233802% + 0,894859 N* — 0,759019 N¢ + 0,327645 N8

—1,16318 2% + 1,57046 0
0,572403 N* — 1,84486 02 + 1

Vergleich mit der Amplitudenfunktion

V1 = 1,22338 02 + 0,894859 2% — 0,759019 26 + 0,327645 28

(0,995037 — 0,552731- 22 + 0,0451912 - 0%) | 1-111071 x? 4 0,399132 x* — 0,0503775 x° + 0,00205717 x8
1,01 — 1,2356 x? + 0,903781 x* — 0,766593 x® + 0,330918 x8

(0,995037 — 0,552731- 22 + 0,0451912 - 0*)? _1-1,11071 x? +0,399132 x* — 0,0503775 x° + 0,00205717 x®
1 — 1,22338 022 + 0,894859 2% — 0,759019 26 + 0,327645 08 ~ 1,01 — 1,2356 x2 + 0,903781 x* — 0,766593 x6 + 0,330918 x8

0,990099 — 1,09998 2% + 0,395445 0* — 0,0499572 2° + 0,00204224 08 _1-111071 x? +0,399132 x* — 0,0503775 x° + 0,00205717 x®
1 — 1,2233802% + 0,894859 2* — 0,759019 2° + 0,327645 N8 " 1,01 — 1,2356 x% + 0,903781 x* — 0,766593 x° + 0,330918 x8

1 — 1,11098 0% + 0,399399 N* — 0,0504568 2° + 0,00206266 N° 1-1,11071 x? + 0,399132 x* — 0,0503775 x® + 0,00205717 x®

1,01 — 1,23561 02 + 0,903808 2* — 0,766609 26 + 0,330921028 ~ 1,01 — 1,2356 x2 + 0,903781 x* — 0,766593 x6 + 0,330918 x8

Passt.
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Bei der numerischen Auswertung des Phasenwinkels muss man natiirlich wieder auf die
Quadranten achten!

Jetzt noch auf die natiirliche Grenzfrequenz umrechnen

(0,995037 — 0,552731- a? + 0,0451912- a*) 1

J1 — 1,22338 a2 + 0,894859 a* — 0,759019 a6 + 0,327645a® V2

Das lassen wir rechnen
a=1,1715

Daher

1(0,995037 — 0,552731-1,1715% - 2% + 0,0451912 - 1,1715* - 0%)|
HW®) = £ — arctan
1-1,22338-1,17152 - 02 + 0,894859 - 1,1715% - 2* — 0,759019 - 1,1715° - 2¢ + 0,327645 - 1,1715% - 0°

—1,16318 - 1,1715° - 2%+ 1,57046 - 1,1715 - 2
0,572403 - 1,1715% - 0* — 1,84486 - 1,1715% - 02+ 1

1(0,995037 — 0,758575 - 02 + 0,0851183 - 0%)|
HW) = £ — arctan
\/1 —1,678982 - 22 + 1,685481 - N* — 1,962033 - N¢ + 1,162363 - N8

—1,870139 - 23 + 1,839794 - 0
1,078130 - 2% —2,531908 - N2 + 1

normierter Cauer Tiefpass n=4 €=0,1 §=1,4 normierter Cauer Tiefpass n=4 £€=0,1 §=1,4

0,01 0,10 1,00 10,00 0,01 0,10 1,00 10,00

i 1
\ 3,00 Tkﬁ
‘( 4,00 A'..
-40 ‘ K
‘ 5,00
s i
=07 i -6,00

i

Amplitude [dB]
&
8
Phase [rad]

o)n=>5
Die direkte Berechnung der Pole x,m und Nullstellen xp

Allgemeine Formeln (Konvention mit m)

(= x)(x — x3)(x — x3)(x — x4)

X — xpl)(x - po)(x - xp3)(x - xp4)

Rs(é,x) =1y x ( ,Tp sodass R5(§,1) =1

Zahlenwerte

= d(K( 1 ) 2:1-1 1 )— d(186282 1 1 )—0965410
f1=¢ 1,96 5 |1og) = c\b 5/796) =
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- d(K( ! ) 2.2-1, 1 )— d(186282 3, 1 )—0654793
X2 =¢ 1,96 5 I79g) =L 5'196)

—d(K(l)z'?’_l 1)— d(1862821 1)—0
X3 =¢ 196 5 I19g) = @V 1To6) =

_ d(K( 1 ) 2:-4—-1 1 )
Xa=¢ 1,96 5 1196

7 1
cd (1,86282 : §|m) = —0,654793

- d(K( ! ) 2:5-1 1 )— d<186282 2,1 )— 0,965410
s =¢ 1,96 5 I79g) =4\ b 5/79¢) = %
=——  =1,450161
*P1 = 0.965410
- 7138080
*r2 = ,654793
1,4
s =g =
= 14 = —2,138080
*pt = 20654793~
1,4
— —1,450161

*p5 = 20965410

Daher lautet das Zahlerpolynom
(= x1)(x — x3)(x — x4) (x — x5)
(x —0,965410)(x — 0,654793)(x + 0,654793)(x + 0,965410)
0,399606 — 1,36077 x% + x*
Und das Nennerpolynom
(o = 21 ) (x = 202) (x = 2p) (x = xp5)
(x —1,450161)(x — 2,138080)(x + 2,138080)(x + 1,450161)

9,61347 — 6,67435 x% + x*

Zusammengefasst

0,399606 — 1,36077 x + x*

Re(14,x) =1y x-
s(L4X) =10 X T 6674357 T X3

Jetzt miissen wir noch den Faktor bestimmen:
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0,399606 — 1,36077 + 1

Rs(LaD) =101 g 67435 7 1

0,009859 -1y =1
o = 101,429601
Endergebnis

0,399606 — 1,36077 x + x*

R<(1,4,x) = 101,429601 - x -
s(L4,x) *'7961347 — 6,67435x% + x*

R4 — 0,399606 - 101,429601 - x — 1,36077 - 101,429601 - x - x2 + 101,429601 - x - x*
sLL%X) = 961347 — 6,67435x% + x*

40,531877 - x — 138,022358 - x> + 101,429601 - x>
9,61347 — 6,67435x? + x*

Rs(1,4,x) =

Die Berechnung des Polynoms ohne Verwendung der elliptischen Funktionen

Da Rs(§, x) keine rationale Funktion ist, entféllt diese Berechnung.

Die Amplitudenfunktion

1
J1+e% - R2(E|x)

1 1
JI+012 - RE(L4A|x) \/1 o1z (40,531877-x — 138,022358 - x° + 101,429601'x5>2

[HQO)| =

|HQO| =

9,61347 — 6,67435 x> + x*

20 25 3.0

1

\/1 n (4,0531877 -x — 13,8022358 - x3 + 10,1429601 - x5) 2
9,61347 — 6,67435 x? + x*

1

|HQO| =
J1+(16,4283 x? — 111,886 x* + 272,724 x° — 279,991 x® + 102,88 xlo)

92,4188 — 128,327 x? + 63,7739 x* — 13,3487 x® + x8
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1

[H()| =

J92,4188 — 128,327 x? + 63,7739 x* — 13,3487 x° + x%+ 16,4283 x> — 111,886 x* + 272,724 x® — 279,991 x8 + 102,88 x1°

92,4188 — 128,327 x? + 63,7739 x* — 13,3487 x° + x®

92,4188 — 128,327 x%2 + 63,7739 x* — 13,3487 x6 + x®

H =
IH) \/92,4188 — 111,899 x? — 48,1121 x* + 259,375x% — 278,991 x8 + 102,88 x1°

IHO| \/ 1 — 1,38854x2 + 0,690053 x* — 0,144437 x® + 0,0108203 x8
x)| =
1

— 1,21078 x> — 0,520588 x* + 2,80652 x® — 3,01877 x® + 1,11319 x1°

Die Berechnung der komplexen Ubertragungsfunktion aus der Amplitudenfunktion
Polstelle, wenn
|H(x)| = o0

Also konkret

1 — 1,21078 x?> — 0,520588 x* + 2,80652 x® — 3,01877x8 + 1,11319x° =0

Das lassen wir rechnen
Py, =—1,09555 + 0,117073 i
P;, = —0,854089 + 0,476081 1
Ps ¢ = £0,816602 i
P;¢ =0,854089 + 0,476081 i

Py19 = 1,09555 + 0,117073 i

Nullstelle, wenn
|[H(x)| =0
Also konkret
1 — 1,38854 x2 + 0,690053 x* — 0,144437 x® + 0,0108203x8 =0
Das lassen wir rechnen
Ni,34 = 12,13809
Ns¢78 = £1,45016

Einsetzen
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oy - RO -R)C )
(1—1%)(1—,3%)(1_PQS)(l_P%)(l_P%)

(1- 2,152809) (1- —2,1%809) (1- 1,4;2016) (1- —1,4%016)

s B P z Ry (R P
—1,09555 + 0,117073 i —0,854089 + 0,476081 i 0,816602 i 0,854089 + 0,476081 i 1,09555 + 0,117073 i

(1 — 0,467707 2)(1 + 0,467707 2)(1 — 0,689579 2)(1 + 0,689579 2)
(1 + (0,902478 + 0,0964408 i) 2)(1 + (0,893285 + 0,49793 i) 2)(1 + (1,22459 1) 2)(1 — (0,893285 — 0,49793 i) 2)(1 — (0,902478 — 0,0964408 i) 2)

HQ) =

1 — 0,694269 2% + 0,10402 N*
(2,11321-0* —3,51746 - 0% + 1) +i-(1,05507 - 2° — 3,54688 - 23 + 2,41333 - )

H(Q) =

Bei ungerader Ordnung entfillt das Normieren, da offensichtlich gilt
H(0) =1

Fiir die Auslegung des realisierten Filters umgeschrieben

(1 — 0,467707 2)(1 + 0,467707 2)(1 — 0,689579 2)(1 + 0,689579 )

H@D) = (1+0,902478 - 2 + 0,0964408 - i - 2)(1 + 0,893285 - 2 + 0,49793 - i - 2)(1 + 1,22459 - i - 2)(1 — 0,893285 - 2 + 0,49793 - i - 2)(1 — 0,902478 - 2 + 0,0964408 - i - 2)
HQ) = 1 (1 — 0467707 2)(1 + 0,467707 2) (1 - 0,689579 2)(1 + 0,689579 2)
T (1+1,22459-i-0) (1+0,902478 - 2 + 0,0964408 - i - 2)(1 — 0,902478 - 2 + 0,0964408 - i - 2) (1 + 0,893285 - 2 + 0,49793 - i - 2)(1 — 0,893285 - 2 + 0,49793 - i - 2)

1 1 — 0,21875 0? 1 — 0,475519 n?
141,22459-j-02 1+0,192882- -0+ 0,823767-j*-0? 1+ 0,99586-; -0 + 1,04589 - j*- 02

H) =

Umrechnung auf Polarkoordinaten

|(1 — 0,694269 02 + 0,10402 2%)| 20

H) =

—— — . —— — — (1,05507-!25—3,54688-.()3+2,41333‘.()))
J@2,11321 - 0% — 351746 - 22 + 1)? + (1,05507 - 25 — 3,54688 - 23 + 2,41333 - ) Larctan( BT 35016 I T 1)

1) [(1 — 0,694269 02 + 0,10402 0%)| . ((1,05507 -0° —3,54688 - 0° + 2,41333 -n))
- £ —arctan
J1 = 1,21076 02 — 0,520639 0% + 2,80656 26 — 3,01876 N8 + 1,11317 010 (211321 -0* - 351746 - 0% + 1)

Vergleich mit der Amplitudenfunktion

(1 — 0,694269 2% + 0,10402 0*) _ I 1 — 1,38854x2 + 0,690053 x* — 0,144437 x® + 0,0108203 x®
J1 = 1,21076 22 — 0,520639 2* + 2,80656 25 — 3,01876 2° + 1,11317 N 7\’1 — 1,21078 x2 — 0,520588 x* + 2,80652 x¢ — 3,01877 x% + 1,11319 x1°

(1 — 0,694269 2% + 0,10402 0%)? _ 1 — 1,38854 x? + 0,690053 x* — 0,144437 x° + 0,0108203 x®
1 — 1,21076 2% — 0,520639 2* + 2,80656 2° — 3,01876 08 + 1,113170%° ~ 1 — 1,21078 x2 — 0,520588 x* + 2,80652 x° — 3,01877 x® + 1,11319 x10

1 — 1,38854 02 + 0,690049 2* — 0,144436 2° + 0,0108202 2° _ 1 — 1,38854x% + 0,690053 x* — 0,144437 x® + 0,0108203 x®
1 — 1,21076 22 — 0,520639 2* + 2,80656 26 — 3,01876 08 + 1,1131701° 1 — 1,21078 x2 — 0,520588 x* + 2,80652 x° — 3,01877 x® + 1,11319 x10

Passt.

Jetzt noch auf die natiirliche Grenzfrequenz umrechnen

1 — 0,694269 a® + 0,10402 a*) 1
(

\/1 — 1,21076 a? — 0,520639 a* + 2,80656 a® — 3,01876 a® + 1,11317 a° V2
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Das lassen wir rechnen
a=1,11488

Daher

1(1 — 0,694269 - 1,11488% - 0* + 0,10402 - 1,11488" - 0*)|
H@) = —arctan

(1,05507 - 1,11488° - 0° — 3,54688 - 1,11488° - 0° + 2,41333 - 1,11488 -H))
1 - 1,21076-1,11488% - 0% — 0,520639 - 1,11488* - 2* + 2,80656 - 1,11488°- 05 — 3,01876 - 1,11488° - 2° + 1,11317 - 1,11488'° - 01°

(2,11321-1,11488% - 0* —3,51746 - 1,11488% - 02 + 1)

I(1 — 0,862947 - Q% + 0,160705 - 0%)|
HW) = £ —arctan
J1 — 1,504923- 02 — 0,804358 - 0* + 5389433 -0° — 7,205325-2° + 3,3025- Q%

(1,817280 - 2° — 4,915083 - 2% + 2,690573 - )
(3,264789 - 2* —4,372053- 0% + 1)

normierter Cauer Tiefpass n=5 €=0,1 §=1,4 normierter Cauer Tiefpass n=5 £=0,1 §=1,4
0,01 0,10 1,00 10,00 0,01 0,10 1,00 10,00
10 0,00 T T v
o
o
0 1,00
-2,00
104
-3,00 +
g =
< 207 g 400
2 F]
8 30 2 00
<

-6,00 +
40 |

7,00 +
-50
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6.4. Ubungen

1. Ein elektrischer Leiter von 1m Lange wird von einem Gleichstrom von 1 A durchflossen und
befindet sich in einem Magnetfeld der Induktion 1 Vs/m?. Der Draht verlduft genau senkrecht zum
Magnetfeld.

1.a. Berechne die Kraft (skalar) auf diesen Leiter.

1.b. Ist die Herstellung eines Magnetfeldes von 1 Vs/m? in Luft technisch anspruchsvoll?

1.c. Ist die Herstellung eines Magnetfeldes von 1 Vs/m? in Weicheisen technisch anspruchsvoll?

2. Gegeben sei ein LC - Parallelschwingkreis, alle Bauteile sind ideal.

2.a. Skizziere die Ubertragungsfunktion.

2.b. Gib die Resonanzfrequenz an.

2.c. Nenne die Stromentnahme der Schaltung aus der Quelle bei Resonanzfrequenz.

3. Gegeben sei ein LC - Serienschwingkreis, alle Bauteile sind ideal.

. C == 100 nF
Uein = 1 Veff Sinus. -
3.a. Skizziere die Ubertragungsfunktion. 9 N ] ) % o
3.b. Gib die Resonanzfrequenz foan. Wir gehen R, [] 106 |Vaus
davon aus, dass Ry dermafen niederohmig ist, (1 aus)
dass er die Resonanzfrequenz nicht —*°- =

nennenswert verandert.

3.c. Berechne die Stromentnahme der Schaltung aus der Quelle bei Resonanzfrequenz.

4. Ein elektrisches Gerat entnimmt dem Lichtstromnetz 230 Veff 50 Hz einen Strom von 1 Aeff.
Zwischen Spannung und Strom besteht eine Phasenverschiebung von +60°.

Hinweis: Spannung und Strom werden voneinander unabhdngig gemessen.

4.a. Gib den Leistungsfaktor an.

4.b. Gib Scheinleistung S, Wirkleistung P und Blindleistung Q an.

4.c. Entscheide ob das Gerat induktiv oder kapazitiv wirkt.

4.d. Mit welchem Bauelement von welchem Wert kompensierst Du den Blindstrom?

4.e. Welche fatalen Konsequenzen kann eine genaue Kompensation nach sich ziehen?
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5. Ein Draht mit der Liange 1 = 30 cm und dem Durchmesser d = 0,08 cm in Luft wird einer
Stromdnderung von 2,7 A in 70 ns ausgesetzt. Berechne die Induktivitit und die
Spannungsiiberh6hung.

6. Auf einem Pulverkern ist ein AL - Wert 4300 nH + 30% angegeben. Du benétigst fiir einen
Energielibertrager eine Spule von mindestens 100 pH.

6.a. Berechne die minimal notwendige Windungszahl.

6.b. Im welchem Bereich wird sich die Induktivitit der fertigen Spule bewegen?
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6.5. Losungen zu den Ubungen

1. Ein elektrischer Leiter von 1m Lange wird von einem Gleichstrom von 1 A durchflossen und
befindet sich in einem Magnetfeld der Induktion 1 Vs/m?. Der Draht verlauft genau senkrecht zum
Magnetfeld.

1.a. Berechne die Kraft (skalar) auf diesen Leiter.
F=1-L-B,konkretF=1A-1m-1Vs/m*=1VAs/m=1N
1.b. Ist die Herstellung eines Magnetfeldes von 1 Vs/m? in Luft technisch anspruchsvoll?

Ja.1Vs/m? =1T.Wegen B = po- pr- Hund po = 41 - 107 Vs/Am ist fiir ein 1 T Feld in Luft (u. =
1) eine magnetische Feldstdarke von 795774 A erforderlich. Dazu miisste beispielsweise eine eng
gewickelte Zylinderspule von 1 m Liange und 10000 Windungen von etwa 80 A durchstromt
werden. Da die Stromdichte bei einem solchen Aufbau nicht iiber 2 A/mm? liegen sollte, ist ein
Leiterquerschnitt von mindestens 40 mm? erforderlich. Im Endeffekt hitte diese Spule einen
Durchmesser von mehr als einem Meter und wiirde etwa 10 Tonnen wiegen.

1.c. Ist die Herstellung eines Magnetfeldes von 1 Vs/m? in Weicheisen technisch anspruchsvoll?

Nein. In Transformatoren und dhnlichen elektromagnetischen Apparaten sind Induktionen von 1
bis 2 Tesla seit vielen Jahrzehnten technischer Standard.
(https://de.wikipedia.org/wiki/Elektroblech). Das rithrt daher, dass typische Dynamobleche mit
4% Siliziumgehalt eine relative Permeabilitit p. bis 7000 haben. Spezielle nickelhaltige
Eisenlegierungen (z.B. Mu - Metall) kénnen sogar liber 140000 erreichen.

2. Gegeben sei ein LC - Parallelschwingkreis, alle Bauteile sind ideal.

2.a. Skizziere die Ubertragungsfunktion.

2.b. Gib die Resonanzfrequenz an.

Da alle Bauteile ideal sind, ist die Resonanzfrequenz von R unabhéngig. Es
gilt die Thomsonsche Schwingungsgleichung N

1
2.7 - VIC

2.c. Nenne die Stromentnahme der Schaltung aus der Quelle bei Resonanzfrequenz.

fo

Der ideale Parallelschwingkreis hat bei Resonanzfrequenz den Blindwiderstand unendlich, die
Stromentnahme der Schaltung aus der Quelle ist daher 0.
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3. Gegeben sei ein LC - Serienschwingkreis, alle Bauteile sind ideal. T

Uein = 1 Veff Sinus.

Uein

L 10 mH

2o

Uout

3.a. Skizziere die Ubertragungsfunktion. 9 1 tin -

Ry 100 [Vaus
(1 aus)

3.b. Gib die Resonanzfrequenz foan. Wir gehen
davon aus, dass Ry dermafien niederohmig ist, - T
dass er die Resonanzfrequenz nicht -*- '
nennenswert verandert.

Aufgrund dieser Voraussetzung gilt die Thomsonsche Schwingungsgleichung

1 1
~ 2.m-+LC 2-m-v10mH -100 nF

= 5032,9 Hz

fo

3.c. Berechne die Stromentnahme der Schaltung aus der Quelle bei Resonanzfrequenz.
Der ideale Reihenschwingkreis hat bei Resonanzfrequenz den Blindwiderstand 0. Die

Stromentnahme der Schaltung aus der Quelle wird daher ausschlieflich durch Quellspannung und
Lastwiderstand bestimmt.

1V
= —— = 100 mAeff

I
£ 100

4. Ein elektrisches Gerat entnimmt dem Lichtstromnetz 230 Veff 50 Hz einen Strom von 1 Aeff.
Zwischen Spannung und Strom besteht eine Phasenverschiebung von +60°.
Hinweis: Spannung und Strom werden voneinander unabhingig gemessen.

4.a. Gib den Leistungsfaktor an.

Der Leistungsfaktor ist der Quotient des Betrages der Wirkleistung P durch die Scheinleistung S.

Ausschliefilich bei sinusformigen Spannungen und Stromen definiert man den Wirkfaktor unter
Beriicksichtigung des Vorzeichens zu

P
Wirkfaktor = 5= cos ¢

Hinweis: Die Unterscheidung zwischen Leistungsfaktor und Wirkfaktor ist akademisch,
praktische Elektrotechniker verwenden sie nicht.

Der Wirkfaktor ist daher cos(+60°) = +0,5
Der Leistungsfaktor ist daher cos(+60°) = +0,5

4.b. Gib Scheinleistung S, Wirkleistung P und Blindleistung Q an.
Die Scheinleistung S ist Ueff - [eff = 230 VA

Die WirkleistungP=S-n=115W.
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Die Blindleistung berechnet sich gemafd der aus dem pythagoreischen Lehrsatz resultierenden
Formel S? = P? + Q?, daher Q* = S* - P2 = 2307 - 1152 = 39675 (VAr)? und Q = 199 VAr.

Man beachte, wie weit die quadratische Summe und die lineare Summe voneinander abweichen!
4.c. Entscheide ob das Gerat induktiv oder kapazitiv wirkt.
Definitionsgemafd weisen positive Phasenverschiebungen auf Induktivititen hin, negative auf
Kapazitaten. Dies lasst sich aus den Impedanzen ablesen:

1 J

ZC: —_— = ——
JjwC wC

sowie
Z; = jwL

Aufgrund der positiven Phasenverschiebung wirkt das Gerat induktiv.
4.d. Mit welchem Bauelement von welchem Wert kompensierst Du den Blindstrom?
Da die elektrische Maschine eine Induktivitit reprdsentiert, kompensiert man mit einem

Kondensator. Benotigt wird ein Kondensator C, der bei 230Veff und 50Hz eine Blindleistung Q von
199VAr aufnimmt.

199 VAr

Zuerst bestimmt man den Blindstrom Iy = %konkret oy 0,865 Ar
. - . . ] 230V
Dann bestimmt man den kapazitiven Blindwiderstand X, = I—konkret SeesAr T 266 Q
B )
Und schliefdlich die Kapazitat C = L konkret= ———— =12 uF
2.7 Xe 2-m-50-266

Wir wahlen sicherheitshalber einen Polypropylen Motorkondensator 11 pF, +5% / 450 Vac.

4.e. Welche fatalen Konsequenzen kann eine genaue Kompensation nach sich ziehen?

Wenn der Strom ausschlief3lich zwischen Spule und Kondensator pendelt, wird kein Strom aus
der Quelle entnommen. Die Impedanz des Parallelschwingkreises ist unendlich, trotzdem wird er
liber den Serienwiderstand angeregt. Die Spannung am Parallelschwingkreis steigt deutlich an.
Was in der Telekommunikation ein essentieller Segen ist, ist im Elektromaschinenbau ein Fluch:
Die hohen Spannungen zerstoren die Isolationen, im Endeffekt wird die Maschine zerstort.

5. Ein Draht mit der Liange 1 = 30 cm und dem Durchmesser d = 0,08 cm in Luft wird einer
Stromdnderung von 2,7 A in 70 ns ausgesetzt. Berechne die Induktivitit und die
Spannungstiiberh6hung.

L=2-1-(In (%l) -0,75) Langenmafde in cm, Induktivitat in nH
L=2-30-(In(52)- 075)=394nH

Die Spannungsiiberh6hung ergibt sich aus der Grundformel der Induktivitat
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6. Auf einem Pulverkern ist ein A;, - Wert 4300 nH + 30% angegeben. Du bendtigst fiir einen
Energieiibertrager eine Spule von mindestens 100 pH.

6.a. Berechne die minimal notwendige Windungszahl.

Fiir einen Energielibertrager ist es wichtig, die minimale Induktivitit einzuhalten. Wir
dimensionieren daher fiir den Worst Case Fall mit

A1, =4300nH -30% = 3010 nH
Die benotigte Windungszahl betragt daher
L <A, N?
100 puH < 3,01 pH - N?
N=6
6.b. Im welchem Bereich wird sich die Induktivitat der fertigen Spule bewegen?

Minimal
L=4300nH-0,7-36=108,3 uH

Maximal
L=4300nH-1,3-36=201,2 uH
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7. Die Transformation der Filtertypen

In den bisherigen Darstellungen wurden wie in der theoretischen Elektrotechnik {iblich, die
Ubertragungsfunktionen der Filter als Tiefpassfilter beschrieben. Um die anderen Filtertypen zu
erhalten, werden Transformationsverfahren verwendet!10;

7.1. Tiefpass — Hochpass - Transformation

In der logarithmischen Darstellung kommt man vom Tiefpass zum Hochpass, indem man die
Kurve des Frequenzgangs der Verstarkung an der Grenzfrequenz spiegelt, also

1
0-=bzwP >=
I >

setzt. Allgemein wird damit aus dem Tiefpassfilter

1
H() =
D = M +asa +b 20D
das Hochpassfilter
1
H(2) =

a; b;
1+ 75 + 225)

Bei diesem Kalkiil ist allerdings zu beachten, dass gegenstindliche Uberlegungen ausschlieRRlich
im Frequenzbereich giiltig sind, nicht aber im Zeitbereich! Man erinnere sich, dass selbst
einfachste RC - Hochpassfilter 1. Ordnung in der Sprungantwort ein deutliches Uberschwingen
zeigen!

Die konkrete Berechnung des RC - Hochpassfilters 1. Ordnung beginnt mit dem Tiefpassfilter

HQ)= ————
D 1+a;j0
Da bei allen Filtern 1. Ordnung a; = 1 gilt, also
H(D) =
D 1+j0
Tiefpass - Hochpass - Transformation
ja ja
H .Q = = =
D 1+i j2+1 14+j0
j0

Man erkennt bereits die Gleichung des komplexen Spannungsteilers. Wegen

N=wRC

110 Dieser Abschnitt ist weitgehend aus Tietze - Schenk, 5. Auflage S.302ff entnommen. Ergdnzungen aus
didaktischen Griinden.
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jJoRC R _ R _ JwRC
1+jwRC 1  jwRC 1 " 1+jwRC
ij+ij ja)C+R

H(w) =

Das war nicht schwer. Schaltungstechnisch wurde die TP - HP - Transformation durch
Vertauschen von Widerstand und Kondensator erreicht. Das bleibt auch bei den Filtern héherer
Ordnung so.

7.2. Tiefpass — Bandpass - Transformation

P (P+1>
ﬁ —
P

bzw.

0 1<'n+1)
. _ — . —_
J 20V T g

Oder dementsprechend reell

mit
A0 = DQnax — Qmin
Achtung - hier irrt man sich leicht!
Dinax  Cmin =12 (1 = Qin) # (Qinax — 1)
Daher

1
A0 =0pox — 75—

Qmax

Dadurch wird die Amplitudencharakteristik des Tiefpasses vom Bereich 0 < Q < 1 in den
Durchlassbereich eines Bandpasses zwischen der Mittenfrequenz

N=1

und der oberen Grenzfrequenz (Qma.x abgebildet. AufRerdem erscheint er im logarithmischen
Maf3stab an der Mittenfrequenz gespiegelt mit der unteren Grenzfrequenz

0 = 1
min — Qmax
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Fiir das intuitive Verstandnis dieser vielleicht nicht unmittelbar einleuchtenden Transformation
kann man folgende Denkweise verwenden:

Ein BP hat bei der Frequenz (1 die gleiche Transmission wie ein TP bei der Frequenz ﬁ (!2 - %)

Das priifen wir einmal nach. Zuerst fiir Q = 1

Stimmt. Das BP hat bei Frequenz 1 die gleiche Transmission wie ein TP bei der Frequenz 0.

Q=0

a(1-9)
R —— | =0
A0 0

Stimmt. Das BP hat bei Frequenz 0 die gleiche Transmission wie ein TP bei der Frequenz oo.

Q=00

1 ( 1 )
— oo ——] =00
40 0
Stimmt. Das BP hat bei Frequenz oo die gleiche Transmission wie ein TP bei der Frequenz co.
Q = Qmax
1

1
GO
-Qmax )

max

Stimmt. Das BP hat bei Frequenz Qmax die gleiche Transmission wie ein TP bei der Frequenz 1.

Q = Qmin
1 (Q 1 ) _ 1 1 1 _ 1 ( 1 0 ) =1
N — L i -Qmin N — L -Qmax 1 n — 1 -Qmax e
max 'Qmax max 'Qmax 'Qmax max 'Qmax

Stimmt. Das BP hat bei Frequenz Qmi, die gleiche Transmission wie ein TP bei der Frequenz 1,
wenn man das Vorzeichen aufder Acht lasst, was an dieser Stelle wohl zulassig ist.

Die konkrete Berechnung des RC - Bandpassfilters , 1. Ordnung“11! beginnt mit dem Tiefpassfilter
1. Ordnung

H@) = 1+ 0

Tiefpass - Bandpass — Transformation

111 Dje Bedeutung der Anfiihrungszeichen wird sich unmittelbar erschlief3en.
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H(2) =
1+m<}ﬂ+1—0>
1
HD) = 75— 1
A—+m(f'”+,—n)
A0
H) = : T
A.Q+]’.Q+j_—ﬂ
e — AQ-j-0
()_Aﬂ-j-.(2+j2-.(22+1
Umstellen
AQ-j-0
H) =

1+40-j-2+j% 02

Jetzt erschliefst sich auch der Grund fiir die infrage stellenden Anfiihrungszeichen , 1. Ordnung®,

denn offenbar beschreibt diese Ubertragungsfunktion ein Filter 2. Ordnung. Allgemein verdoppelt
die TP — BP Transformation die Ordnung des Filters.112

Durch Umwandlung in die Polardarstellung finden wir die Ubertragungsfunktion gemif Bode:

H@) = AD-j-0
( S 1+40-j-0- 07
@y - U@ 0)
(A-09+j-(402-0)
i
A40n-0)-e'2
H(Q) N '-arctan(AQ - )
Ja-022+@a-0?2-¢ -
. (T b02-0)
HQ@) = Qa0 -0 S (F-aret (1_02))

\/(1—!22)2+(A.(2-f2)2.

Wir verwenden die Grundbeziehung!13

1 =
arctan— = 5~ arctanx fiirx >0
x

Und erhalten

12 Fiir zusatzliche Verwirrung kann der Sprachgebrauch mancher PraktikerInnen sorgen, die ein

,Bandpassfilter 1. Ordnung” verwenden, da die Filtersteilheit schlieflich auf beiden Flanken je -20 dB/
Dekade betragt.

113 Bartsch, 23. Auflage S.392.
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(A 0 - .Q) ej -(arctan (1_Q2)>

H@Q) = . [ R0
JA =022+ 0-0)?

In Versorschreibweise

HW) = @a z <arctan (1_—QZ)>
CJA-2?+ @007 4o 0

Grafisch (AQ = 1):

H(2) = @) ya <arctan (1_—02)>
VA -02 + (@) 2

H(2) 0 4( t 1_”2>
= arctan
Vi-202+ 0%+ 07 f2

HQ) = 0 2| arct -0
T Vi—mror 7T

Bandpass n=2AQ =1 Bandpassn=2AQ=1

001 010 100 1000 0,01 0,10 1,00 1000

o
B

%

Amplitude [dB]

5 8 &

s 2 5 2 e
g 8 8 B8 ¥

8 8

Wegen

N=wRC

Erhilt man

AQ-j-wRC

H(w) =
@) = T A0 wRC+ 2 0’ R

Die Glite wird wiederum als Verhaltnis von Resonanzfrequenz f; und Bandbreite B definiert

B finax — fmin M _ M Qnax — Qmin - 40

g fg

Wir vergleichen mit einer entkoppelten (!) Serienschaltung von RC Hochpass- und Tiefpassfilter
(an die unterschiedlichen Bauteilewerte denken!)

o _( jwR; Cy ) ( 1 )
@=UrFera) Tiierg
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JjwRy Gy

H =
@) = A R, U+ 0 R, )
jwR, C
H(w) = ' ] '1 1 '
1'(1+](I.)R1C1)+(](UR2Cz)(].‘l'](l)RlCl)
jw R, C
H(w) = —— _Je T .
1+jwRC;+jwR,Co+ (JwR, Cy)(jw Ry Cy)
jwRy Gy
H((‘))=1+- 2, 2
jw Ry C; + R, Cy) +j° 0w RiR, C1C,
Vergleich
AQ-j-wRC jwR,C,

1+A.Q'j'(1)RC+j2'(1)2RZCZ=1+j(1)(R1C1+R2C2)+j2(1)2R1R261C2

Bereits eine oberflachliche Durchsicht dieses Ausdrucks zeigt, dass im Allgemeinen keine
Ubereinstimmung zu erzielen ist. Offensichtlich ist nicht garantiert, dass die Verstirkung bei
Mittenfrequenz = 1 ist. 114 Wir miissen auch dort mit einer gewissen Abschwachung rechnen.
Daher ergianzen wir den Verstarkungsfaktor A

A'A.Q'j'(l)RC _ ij]_Cl
1440 j - wRC+j? w?R*C* 14w (R, Ci+R,C,)+j2w?RR, C,C,

Aber jetzt!

Aufgrund des quadratischen Gliedes im Nenner:
R =./RR,
C =,/CiC,

H( ) A'A.Q'j'a)ﬂRlRZWClCZ ijICI
w) = = 3 .
14+40-j 0 RRyJCCp+ % w® R R2JC (2 1+ jw (R Cy+ R, Cy) +j2w® RR, GG,y

H( ) A‘A.Q‘j‘(ﬂ)-\[RlR21[C]_CZ j(A)Rlcl
w) =

1440 j 0 JRRy JCCy + 2 w2 RyR, C,C, 1+j @ (R G+ R, Cy) + )% w® RiR, G, C,

Mal schauen, ob es auch fiir die linearen Glieder in Zdhler und Nenner eine gemeinsame Losung
gibt.

A'A.Q'j'(l)ﬂRlRZw[ClC =j(1)R1C1
A.Q'j'(l)‘/RlRZ\/C:lCZ:j(U(Rl C1+R2 Cz)

A'A.Q' R1R26162=R1C1

114 Obiges grafisches Beispiel ist diesbeziiglich kein Gegenargument, da die gewahlte Dimensionierung
nicht mit RC Gliedern allein realisierbar ist.
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AQ‘/R1R26162=R161+R262
A-RiC+RC) = R G

A= Ri (4
"R, C,+R,C,

Diese Aussage ist qualitativ durchaus intuitiv: Sobald die Grenzfrequenzen von TP und HP weit
genug auseinander liegen, anders formuliert sich TP und HP nicht in die Quere kommen, wird die
Transmission ungefihr 1. Uberlappen sich die Amplitudenginge der beiden Teilfilter, kommt es
zu nennenswerter Abschwachung.

Jetzt brauchen wir noch einen Ausdruck fiir die normierte -3 dB Bandbreite AQ.

( R G )A!) R,R,C;,C, = R, C
R1C1+R2C2 1 M2 Y1 Y2 — 1“1

1
— ) 40-JRIR,CC, =1
(R1C1+R2C2) 152 2

JRiR, C, G,

Zum Ausprobieren ein numerisches Beispiel: Ein RC Bandpassfilter 2. Ordnung habe die
Mittenfrequenz 5 kHz und die untere -3 dB Grenzfrequenz 1 kHz. Es sind realistische
Bauteilewerte anzunehmen.

A0

Zuerst berechnen wir die obere -3 dB Grenzfrequenz

0 1 1 1 1 1 .
M Oin . Omin 2T foin fmin  1kHz
Wy 21 fy fq 5kHz
!2 — wmax — fmax
max (l.)g fg
fmax = Qmax - fg = 25kHz
Fiir das HP folgt daher
= ! =1kH
Wir wahlen C; = 10 nF
1
= R; = 15915 kN

2mw25kHz 10 nF

Fiir das TP folgt daher

1
=———=25kH
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Wir wahlen C; = 1 nF

1

2n1kHzlnF=R2=6'366kQ

Die Abschwachung bei Mittenfrequenz ergibt sich zu

"Ry C,+R,C, 15915k - 10nF + 6,366 k2 - 1nF '
Einzeln berechnet:
HP
2 _| jo o | je@-jo | |je-722} |[je+2* | 2 iy n
ol T av 00— 0| [ 1+ | 1ver | T2 12

AHP=\]< - >2+< - )2:\/ i ” _m_ﬂm

1+ 02 1402 (1+02)2+(1+02)2_(1+02)_ (14 02?)

0 (%) (SkHZ)

up = o/ ___\kHz) _ 9g0sg
V1+ 02 f \/1+(5kHZ)2
1+ (]T) 2 1 kHz
g
TP
1 1 1

Arp = = 0,98058

_\/1+!22_\/1+(]]:_g)2 \/1_}_(2551(%)2

Was schliefilich zu erwarten war. Die resultierende Abschwichung ist daher

A= App - Arp = 0,980582 = 0,9615

7.3. Tiefpass — Bandsperren - Transformation

Hierzu verwendet man die Transformationsgleichungen

P b -] 40
- ZwW. j - > ———
1 . 1
(P+5) (J"”j-—n)
Oder dementsprechend reell
40 40 A0 A0
. . .2. _J _ - - _
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Argumentation und Eigenschaften sind mit der TP - BP - Transformation vergleichbar. Wiederum
ist AQ =1/Q die normierte -3 dB Bandbreite. Ebenso verdoppelt sich die Filterordnung durch die
Transformation. Ebenso ist mit einer reinen RC - Schaltung nur eine maximale Giite von %
erreichbar. Achtung: Die Sperrtiefe bleibt hoch, mit perfekten Bauelementen ist das vollige
Sperren der Resonanzfrequenz mdoglich. Fiir viele Anwendungen unbefriedigend bleibt die
Steilheit des Filters in der Umgebung der Resonanzfrequenz! Um hohe Giite zu erzielen,
verwendet man entweder hochwertige RLC - Schaltungen oder verschiedene RC - Schaltungen
mit Operationsverstarkern.
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8. Allpass - Filter

8.1. Grundlagen

Bei den bisher besprochenen Filtern hat es sich um Schaltungen gehandelt, bei denen die
Verstiarkung und die Phasenverschiebung von der Frequenz abhdngig waren.!1s In diesem
Abschnitt wollen wir Schaltungen untersuchen, deren Verstarkung konstantist, die aber trotzdem
eine frequenzabhingige Phasenverschiebung verursachen. Solche Schaltungen werden als
Allpasse bezeichnet. Man verwendet sie zur Phasenentzerrung und Signalverzogerung.

8.2. Berechnung

Zunachst wollen wir zeigen, wie man vom Frequenzgang eines Tiefpassfilters zum Frequenzgang
eines Allpassfilters gelangt. Die Ubertragungsfunktion eines allgemeinen Tiefpassfilters mit
konstantem Zahler (Gleichspannungsverstiarkung Ao) lautet bekanntlich

Ao

A(P) = [1;(1 + a;P + b;P?)

Nun ersetzt man in dieser Gleichung den konstanten Faktor im Z&ihler durch den konjugiert
komplexen Nennerausdruck und erhilt damit die konstante Verstirkung 1 und die doppelte
Phasenverschiebung :

[1:(1 — a;P + b;P?)

A(P) = [1;(1 + a;P + b;P?)

Umgerechnet in Polardarstellung

[l VA = b; 92)% +a;> Q2 e
I V= b; Q2% + 0> Q2 - e

=1- e—Zj(I = ej(p

A(P) =

Mit

= 2a= zz tan %
(p— a = 'arcanl_bi.ﬂz
L

Von besonderen Interesse ist die Anwendung der Allpdsse zur Signalverzogerung. Eine
Voraussetzung fiir eine unverzerrte Signaliibertragung ist eine konstante Verstarkung. Diese ist
bei Allpassen von vornherein erfiillt. Die zweite Voraussetzung ist, dass die Gruppenlaufzeit der
Schaltung fiir alle auftretenden Frequenzen konstant ist. Filter, die diese Voraussetzung am besten
erfiillen, haben wir schon in der Form der Bessel - Tiefpdsse kennengelernt, bei denen die
Gruppenlaufzeit im Butterworth’schen Sinn approximiert wurde. Um einen Butterworth - Allpass
zu erhalten, braucht man also lediglich die Bessel - Koeffizienten in obigen Gleichung einzusetzen.
Allerdings ist es zweckmafdig, die so erhaltenen Frequenzginge umzunormieren, weil die
,natiirliche -3 dB Grenzfrequenz beim Allpassfilter ohne Sinn bleibt. Ublich ist hingegen, die
Filterkoeffizienten dermaften umzurechnen, dass die Gruppenlaufzeit bei Q = 1 auf das 1/ V2 -
fache des Wertes bei niedrigen Frequenzen abgesunken ist.

115 Dieser Text folgt weitgehend den Ausfiithrungen in Tietze - Schenk, Halbleiter - Schaltungstechnik, 5.
Auflage, S.317ff. Erganzungen aus didaktischen Griinden.
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Wir fithren wie bei den Bessel - Filtern die normierte Gruppenlaufzeit Tg- ein. Der Zusammenhang
mit den Grenzfrequenz f; und der Gruppenlaufzeit tg- lautet wiederum

a; a; Q

. 1 dp 1 d ( 2y arctanz b 02) 1 (Zlarctan b QZ)

o=t Jo= "5 da " "2 dn o

Da die Ableitung eine lineare Operation ist, darf sie mit der Summenbildung vertauscht werden
(die Ableitung einer Summe ist die Summe der Ableitungen der Summanden)

d (arctan

=5 @)
1 Y
Tgr‘%z dn

1

Die Ableitung der Arkustangens - Funktion lautet!1é

d(arctanx) 1
d x 147
Daher
d (arctan a; 0 ) d (i)
1= b, 02 1 \1-50%) _ A -b0%a; — (a; Q)(-2b; Q)
aa Y LN aw (1= b; 02)?
1-—b; Q?
d (arctanﬂz) _ 2 2
1-b;Q 1 .(1 b; Q%)a; + (a;)(2 b; Q°)
an a; )2 (1-b; Q%)*
L+ (1 — b, 02 l
d (arctanAz) _ 2 2
1—b; Q 1 (a)[(1 = b; QF) + (2 b; 0%)]
an 1+ aiz QZ (1 - bi .QZ)Z
(1 -b; 02)?
a; Q
d (arctan 1= b Qz) 1 a;[1— b; Q% + 2 b; Q2]
df (1 - b; 02)? a;* O? (1—b; 02)2

(=b; 002 A=, 02

d (arctan A)

1-— bi .Q.z _ 1 ai(l + bi .QZ)
dn T (1-b; 022+ a0 (1-b; 02)?
(1—-b; 0?)?

d t &
AT 02 (1-b; 0%)? a;(1+b; 0?)

dn T (-0, 022 +a’0? (1-b, %)

116 Bartsch 23. Auflage S. 423
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d (arctan —% %
arc an b _QZ ai(l + bi .QZ)

d[) (1—bl-92)2+ai292
d (arct a;
arc 3“1_19 0z a;(1+ b; 0?) a;(1+ b; 02)
an T1-2b, 2+ b0 + a2 02 1+a20%—2b; O + b2 O

d t a; 0
arc anl — b QZ ai(l + bi QZ)

an 1+ (aiz—Zbi) .QZ +bi2 .Q4

Einsetzent1”

Z a;(1+ b; Q%)
B 1+ (a;2—2b)02% + b2 Q4

Fiir sehr tiefe Frequenzen nahert sich der Wert der normierten Gruppenlaufzeit an

i Z a;(1+b; Q%) 1 Eai-(l)_l Z
‘n"l%n T+ (a2 —2b)Q2+b20* n Zi 1 2™

i i

Fiir Frequenzen grofier () gilt hingegen

T i z a;(1+ b; Q%) 3 z b; - Q2 B
grmax = n‘l{}on 1+ (@7 —2b)0% + b2 0%~ 1 Li(a” = 2b)0% + b2 0

b,
Tyrmax = lim =
grmax n‘i‘&;n i (a/? 2b)+b Q-

Fiir das intuitive Verstandnis bedeutet dies, dass die normierte Gruppenlaufzeit bis ,knapp“ unter
die Grenzfrequenz konstant ist und dann rapide absinkt. Bei 5% Fehler geht man von etwa 0,6 - Q
aus. Dieser Umstand ist fiir die praktische Auslegung der Filter essentiell!

Flir die Berechnung der konkreten Filterkoeffizienten gehen wir von den bereits bekannten
Bessel - Koeffizienten aus.

n i aj bi

1 1 1,0000 0,0000

2 1 1,3617 0,6180

3 1 0,7560 0,0000
2 0,9996 0,4772

4 1 1,3397 0,4889
2 0,7743 0,3890

117 Im Originaltext steht hier falschlich der sinnlose Term Qi. Es muss natiirlich (1 ohne Index heif3en.
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1 a, (1 + by Q?)

T ==.
I 1+ (> —2b)02% + b2 Q*

Normierungskonstante o bestimmen

1 a,-a-(1+b;-a?-0?)

T ==.
I m 1+ (a? a? =2 by -a®)Q2 + b % at- QF

Einsetzen der konkreten Koeffizienten

1-a-(1+0-a%-02)
1+(1%-a?2=2-0-a9)Q2+0% - a*- Q*

Tyr =

1

T
_1 a

I 1+ a2 Q2

Definitionsgemaf soll die normierte Gruppenlaufzeit bei Q = 1 auf das 1/ V2 - fache von Tgwo
abgefallen sein. Aufpassen: Auch Ty hdngt jetzt von a ab!

1
l. a =E'Ziai=l.a1-a
T 14+ a-12 V2 T 2
1 a 1 «a
T1+ad® 12
1 _ 1
1+a® 2
o=+v2-1
a = 0,64359

Damit erhalten wir die Filterkoeffizienten fiirn = 1 zu

a, = 0,6436
bl = O

Die normierte Gruppenlaufzeit bei niedrigen Frequenzen Ty ergibt sich somit zu
1
Tyr = - 0,6436 = 0,2049

Das sind die tabellierten Werte.

Die Ubertragungsfunktion im Zeitbereich lautet daher

_— 1 0,6436(1+0- 0?) 1 0,6436
I 14(0,64362—2 -0)024+0% -0* m 1+ 0,6436-02
_— 1 0,6436
9" 1404142 - Q2
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Allpassfilter n=1

0,25
02 ——t—teeee
0,15
K
0,1
0,05
O ..
0,01 0,1 1 10
Omega
n=2,i=1
T = 1 Z ai(l + bi .QZ)
Tom L1+ (af —2b;)02 + b7 0
T _ 1 a1(1+b1'92)
I 14+ (a2 =2 b))%+ b Q4

Normierungskonstante o bestimmen

1 a;-a-(1+by-a®-Q?)

T =_.
I m 1+ (* a? =2 by -a®)Q2+ b % a*- Q*

Einsetzen der konkreten Koeffizienten

1,3617 -a - (1+ 0,6180 - o - Q%)
1+ (1,3617%-a®*—2- 0,6180 - a®)Q% + 0,6180% - a* - Q*

1
Tgr:;

Normierung auf die normierte Gruppenlaufzeit bei Q =1

1 1,3617 -«
T 2
1 1,3617 - - (1 + 0,6180 - a2 - 12) 1 13617-a
T 1+ (1,36172-a2—2- 0,6180-a®)12+0,61802-a*- 1* © 2
1,3617 - a - (1 + 0,6180 - o?) 13617«
1+1,36172-a2—2- 0,6180 -2 + 0,6180%-a* 2

Das lassen wir rechnen

a =1,1954
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Damit erhalten wir die Filterkoeffizienten fiirn = 2 zu

a; =1,3617-1,1954 = 1,6278
b, = 0,6180 - 1,1954% = 0,8832

Die normierte Gruppenlaufzeit bei niedrigen Frequenzen Ty ergibt sich somit zu

1
Tgro = ~+1,6278 = 0,5181

g

Das sind die tabellierten Werte.
Die Ubertragungsfunktion im Zeitbereich lautet daher

1,6278 - (1 + 0,8832 - 02)
1+ (1,6278% —2 -0,8832) - Q2 + 0,88327 - O*

1
Tgr =E

_— 1 1,6278-(1+ 0,8832-03?)
9" " 7 140,8833-02+ 0,78 - Q4

Allpassfilter n=2

0,6
05 2=
0,4
0,3
0,2
0,1
0
0,01 0,1 1 10
Omega
n=3,i=2
- l_z a;(1+ b; Q?)
T a1+ (af —2b;)Q% + b7 - Qf
. =1< a;(1+ by - Q%) a,(1+ by - Q?) )
I \14+ (@ =2 b))%+ b%-Q* 1+ (a%2—2 -by)02%+ b2 Q*

Normierungskonstante o bestimmen
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r 1 a;-a-(1+by-a®-Q%) N a, - a-(1+b,-a*-Q?)
I \1+ (@ a?=2 b a2 +b%-at-Q* 1+ (a2 -a®—2 b, a®)Q2 + b2 at-QF

Einsetzen der konkreten Koeffizienten

T _1 < 0,7560 -a - (1 +0-a?-Q?) 0,9996 - a - (14 0,4772 - a? - Q%) >
gr = 7

- +
7 \1+(0,75602-a2—2- 0-05)02 +0%-o*-Q* ' 1+ (0,99962- 2 —2 - 0,4772 - a®)Q? + 0,4772% - o* - Q*

Normierung auf die normierte Gruppenlaufzeit bei Q =1

1 (0,7560 - a) + (0,9996 - a)
T V2
1 0,7560 - a - (1+0- o2 - 0?) 0,9996 - & - (1 + 0,4772 - o2 - 02) 1 (07560 - @) + (0,9996 - @)
I <1 10075607 @—2- 0 )P+ 07 @ 0F T 1+ (0,99967 -« —2 - 04772 - O)E + 04772 o - m) 2 Nz
0,7560 - 0,9996 - a - (1 + 0,4772 - a2 - 12) _(0,7560 - @) + (0,9996 - @)
1+ (0,7560% - a®)12 + 1+ (0,9996%-a*—2 -0,4772 - a*)12 + 0,4772% - a* - 14 h NG3
0,7560 - 4 0,9996 - a - (1 +0,4772 - a?) _ 0,7560 - a + 0,9996 - a
140,7560%-o®> 14 0,99962-a®>—2 -0,4772 -2 + 0,4772%-a*) V2

Das lassen wir rechnen
a = 1,50987
Damit erhalten wir die Filterkoeffizienten fiirn = 3 zu
a; = 0,7560 - 1,50987 = 1,1415
b, = 0,0000 - 1,50987% = 0,0000
a, =0,9996 - 1,50987 = 1,5092
b, =0,4772-1,50987% = 1,0877

Die normierte Gruppenlaufzeit bei niedrigen Frequenzen Ty ergibt sich somit zu

1
Tyro = —+ (1,1415 + 1,5092) = 0,8437

g

Das sind die tabellierten Werte.
Die Ubertragungsfunktion im Zeitbereich lautet daher

. 1,1415(1 + 0 - Q?) s 1,5092(1 + 1,0877 - Q2)
9" " \1+(1,14152—2 -0)Q2 +0%-Q* ' 1+ (1,5092% — 2 - 1,0877)Q2 + 1,0877%- *

. 1 1,1415 N 1,5092 - (1 + 1,0877 - Q?)
9" 7 \14+1,3030-0Q2 ' 1+0,1023-02 +1,1831- Q4
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Allpassfilter n=3

0,9

’
Pe & P PP

0,8

’

0,7

’

0,6

’

. 05
oo

’

0,3

’

0,2

’

01

’

0,01 0,1 1 10

Omega

Ty =

1 Z ai(l + bi .QZ)
m L1+ (a? —2b;)0% +b*- Q4

i

T _ 1 a1(1+b1'.0.2) + a2(1+b2'.0.2)
I \1+ (@@ =2 b2 +b2-Q% 14 (a2 —2 -by)02 + by%- Q4

Normierungskonstante a bestimmen

1 a;-a-(1+by-a®-Q%) a, - a-(1+b,-a*-Q?)

Ty =—- +
A (1+(af-a2—2 by 0?2+ bt Q1+ (a5 a?—2 by a®)Q% + byt QF
Einsetzen der konkreten Koeffizienten

T =

)

1 < 1,3397 -« - (1 + 0,4889 - o2 - 0?) 0,7743 - a - (1 + 0,3890 - o - Q2)
ar

T
Normierung auf die normierte Gruppenlaufzeit bei Q =1

1 (1,3397-a) + (0,7743 - )
™ V2

1 ( 1,3397 -a - (1 +0,4889 - a* - Q) 0,7743 - a - (1 40,3890 - o* - 0?) ) _ 1 (13397 -a) +(0,7743 - @)
bud m

T+ (133972 —2 - 0,4889 - D)0 + 04889 o - 0F T 14 (0,7743% - o2 — 2 - 0,3890 - D) + 0,38907 @t - O 2
1,3397 -« - (1 + 0,4889 - a?) + 0,7743 - - (1 + 0,3890 - a?) _ (1,3397 - a) + (0,7743 - a)
1+ (1,33972-a2—2 -0,4889 - a?) + 0,4889% - o«* ' 1+ (0,7743% - a> —2 - 0,3890 - a?) + 0,38902 - a?) NA

Das lassen wir rechnen

a =1,74433

+
1+ (1,3397%-a* —2 - 0,4889 - a®)Q% + 0,4889% - a*- Q* 1+ (0,7743% - a®*—2 - 0,3890 - «®)Q2 + 0,3890% - a* - Q“)
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Damit erhalten wir die Filterkoeffizienten fiir n = 4 zu

a, = 1,3397-1,74433 = 2,3370
b, = 0,4889 - 1,74433% = 1,4878
a, = 0,7743 - 1,74433 = 1,3506
b, = 0,3890 - 1,74433% = 1,1837

Die normierte Gruppenlaufzeit bei niedrigen Frequenzen Ty ergibt sich somit zu

1

T.. ==-(2,3370 + 1,3506) = 1,1738

g T
Das sind die tabellierten Werte.

Die Ubertragungsfunktion im Zeitbereich lautet daher

- 2,3370(1 + 1,4878 - 0?) . 1,3506(1 + 1,1837 - 02)
9" "7 \1+ (233702 — 2 - 1,4878)02 + 1,4878%- Q* ' 1+ (1,35062 — 2 - 1,1837)02 + 1,1837% - 0*
, _1 (_23370(1+14878 0?) L 1350601+ 1,1837 - Q%)
9" " \142,486-02+22135-0*  1—0,5432-02 4+ 1,4011 - Q4
Allpassfilter n=4
1,4
1,2 {
1
_ 08
o
06
0,4
02
0
0,01 01 1 10

Omega
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8.3. Die praktische Realisierung des Allpassfilters 1. Ordnung 118

Rx . Wir beginnen die Berechnung mit der Spannung am
- s nichtinvertierenden Eingang. Um die Angelegenheit zu
1 Loys Vvereinfachen, gehen wir vom eingeschwungenen Zustand
e aus.
? C
I 1
8. Y= M Ty wRC

Der Strom im Gegenkopplungsnetzwerk ergibt sich gemaf3 Kirchhoff 1 zu

Ue —Up  Up —Uq
Ry Ry

Elementarumformung
U — Uy = Uy — Uy
Uy =2 Uy — U
Wir betrachten den OPV als ideal
Ug = 2Up — U

Einsetzen

1
u“zz(ue'1+ijc)_”e

2
Ya = ue'<1+ijc_1)

_ ( 2 1+ja)RC)
Ya= U \T1 wRC 1+jwRC

_ (2—1—ijC)
Ya= U "1 wRC
_ <l—ijC)
Ya= Y \1yjwRC

Das war der Sinn der Sache.

Um zu den konkreten Werten der Bauelemente zu kommen, fithren wir den
Koeffizientenvergleich mit der allgemeinen Gleichung fiir das Allpassfilter 1. Ordnung

1—a, P

A(P) = ———
(P) 1+a,P

118 Man sieht auch die inverse Schaltung, wobei R und C vertauscht sind. Sie hat gleichartige Eigenschaften,
lediglich die Polaritit der Phasenverschiebung ist umgekehrt.
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durch

. .w
aP=a,j= allw_
g

und erhalten

)
aljw—=ijC

9

a a
RC=—2=_21

wg 2T f

Konkretes Beispiel: Ein Signal mit einer Bandbreite von 1 kHz soll um 200 ps zeitverzogert
werden, wobei bei der Grenzfrequenz ein Phasenfehler von 29 % (1 - 1/v2) akzeptiert wird.
Daraus folgert die Forderung

Tyr =ty f; =200 ps - 1kHz = 0,2

Das ist kleiner als das Tgo eines Allpassfilters 1. Ordnung mit 0,2049. Die Schaltung ist also
realisierbar. Die Bauteilewerte ergeben sich zu

RC = a 0,6436 _ 1024
“2nf, 2mikdz W
Wir wahlen etwas willkirlich
C =10nF
Und erhalten
_1024us 10243 0
~ 10nF

Das ist realistisch.

382



9. LC Filter 2. Ordnung

Mittels LC Filtern konnen alle vier Filtertypen und alle Filtercharakteristiken (aufier dem inversen
Tschebyscheff - Filter und dem elliptischen Filter) passiv realisiert werden:

Tiefpass Hochpass Bandpass Bandsperre
B _L R C L C R
= L R C
@ » ® * L ° .
| - . | ™
== L

Bevor wir zu den schwierigeren Details kommen, einmal das Elementare:

Fiir die meisten praktischen Anwendungen interessiert man sich sowieso nur fiir die
Grenzfrequenz bzw. bei den Bandpassfiltern fiir die Mittenfrequenz. Und diese lassen sich mit den
Impedanzen schnell und mit tiberschaubaren Problemen mit der Formelmanipulation berechnen.

Einige Beispiele:

. Das technisch wohl am meisten verbreitete LC - Filter 2. Ordnung ist der LC -
Parallelschwingkreis. Wir wollen wissen, ob diese Schaltung Nullstellen und / oder
Polstellen hat und wenn ja bei welcher Frequenz diese auftreten. Wir interessieren
uns ausdriicklich nur fiir die Situation im eingeschwungenen Zustand!

Wir verwenden die Gleichung fiir die Parallelschaltung von Impedanzen.

1 _ jwL _ JwL
1 jol joC ™ 1+20’LC  1-w’LC
JjwL JjwL

1
Zg=ZL”ZC= 1 =
jw—L-l‘]a)C

War doch nicht so schwer! Und wir erkennen (hoffentlich) ohne Beweis, dass dieser Ausdruck nur
bei Frequenz 0 Hz eine Nullstelle hat, aber eine Polstelle bei der Kreisfrequenz

w =

1
VLC

Diese Thomsonsche Schwingungsgleichung weifd man!
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Das bedeutet, dass bei dieser Frequenz die Spannung unendlich wird, wenn das Filter mit einer
idealen Wechselstromquelle angesteuert wird. Dieser Effekt ist die Voraussetzung fiir sehr viele
Methoden der drahtlosen Telekommunikation!

Seltener verwendet ist das LC - Serienresonanzfilter.

R Uout
Wiederum machen wir uns das Leben mdoglichst einfach und

liberlegen, wie sich die LC - Serienschaltung verhalt:

Za=7 + 7= iwl +—_ = J0CJok 1 _1+%0°LC 11— w’LC
=T e = JORT I CT T wC T jeC | jwC | jwC

Wiederum ohne Beweis erkennbar ist, dass diese Anordnung eine Polstelle bei Frequenz 0 Hz hat,
dafiir aber eine Nullstelle, wiederum bei der Kreisfrequenz

Das bedeutet, ideale Bauelemente vorausgesetzt, dass die Ausgangsspannung bei der
Mittenkreisfrequenz gleich der Eingangsspannung wird. Wird das Filter mit einer idealen
Wechselstromquelle angesteuert, erreicht die Ausgangsspannung bei der Mittenkreisfrequenz
den Maximalwert

Uout = lin " R

Das bedeutet, ideale Bauelemente vorausgesetzt, dass im Fall der Resonanz die Werte von
Induktivitdt und Kapazitat fiir die Ausgangsspannung ohne Bedeutung sind.

Letztes Beispiel: Das Tiefpassfilter 2. Ordnung. Wir rechnen es als
komplexen Spannungsteiler

1 1
Up _ Z¢ _  jwC  _ JjwC _ 1
U, Z,+7Z; ol +- 1 jPw?LC 1 1— w?LC

joC  joC TjeC

Wie bei jedem Tiefpassfilter!1? liegt die Nullstelle im Unendlichen. Man erkennt aber an der
Polstelle, dass es in der Umgebung der Resonanzfrequenz zu einer (je nach den parasitdaren
Grofden) erheblichen Spannungsiiberhohung kommt. Um definierte Bedingungen zu erzielen,
wird (nahezu) immer ein Widerstand in Serie zur Induktivitit geschaltet. Je nach Wert dieses
Widerstandes ergeben sich dann die unterschiedlichen Filtercharakteristiken wie beispielsweise
Bessel, Butterworth oder Tschebyscheff.

In der Praxis sind alle Induktivitiaten verlustbehaftet. Dieser Umstand verandert das
Resonanzverhalten. In der Literatur ist oft zusatzlich der Verlustwiderstand des
Kondensators parallel angegeben. Doch bei modernen Kondensatoren ist dieser
dermafden hoch, dass er vernachlassigt werden kann.

Es stellt sich die Frage, wie der Verlustwiderstand die Resonanzfrequenz verdndert. |
Um das zu berechnen, sind verschieden Wege publiziert. Mir gefillt der iiber die -
verschwindende Phasenverschiebung bei Resonanz am besten:

119 Ausgenommen natiirlich die elliptischen Filter, die auch eine nicht - triviale Nullstelle aufweisen.
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1 1 (R + jwl)
Zg=(Z,+R)IZ; = =

T ec 1 (R+ jwl) jwC 1+ jwRC + j20’LC
(R+jwL) (R+jwlL) (R+jwlL)
(R+jwlL)
Zg = - >
1+ jwRC — w“LC
rational machen

R+ jwL

Zg = (R + jwL)

[(1 — w?LC) + j(wRC)]

(R + joL)[(1 — w?LC) — j(wRC)]
[(1 — w?LC) + j(wRO)][(1 — w?LC) — j(wRC)]

Zg =

(R)[(1 = w?LC) — j(wRC)] + jwL[(1 — w?LC) — j(wRC)]
(1 — w?LC)?* + (wRC)?

Zg =

[(R — w?RLC) — j(wR*C)] + [(JwL — jwLw?LC) — jjwL(wRC)]
(1 — w2LC)?* + (wRC)?

Zg =

_ (R = w?RLC) — j(wR?C) + j(wL — w?L*C) + (w*RLC)
B (1 — w2LC)? + (wRC)?

Zg

7o = R+ j(wL — w3L*C — wR*C)
9= T A= wrL0)? + (wRC)?

Bei Resonanz (keine Phasenverschiebung zwischen Spannung und Strom, die Impedanz wird
reell) muss der Imaginarteil Null werden:

wL — w3L*C — wR*C =0
w = 0 ist trivial, also lassen wir diese Losung weg
L—w?l*C—R*C=0

w?L?C =L —R?*C

L — R*C
W= [—
L“C
Ein bisschen tibersichtlicher machen
Cc
©=\"1c " L
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, C
w =wy- [1—R I

Zur Illustration die Berechnung, was das in der Praxis heifst: C =100 nF,L=1mH, R=10 Q

_ L L 100150154
@ =17¢~ J100n - 1m s ’
100 n
_ L1007 J1-100-107t 110 krad
w = 00 1m 10-10 = 10-r 77 s z

Der Unterschied betragt also ungefdhr ein halbes Prozent. Bei 50 Q werden es aber schon 14 %
und bei 90 54 %. Bei 100 1 bricht die Resonanz zusammen, da keine ausreichende Energie mehr
zwischen L und C bewegt werden kann! Der Imaginarteil kann nicht mehr verschwinden. Daraus
ergibt sich die Bedingung fiir die Funktion:
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10. RLC Filter

Wie schon im vorigen Kapitel gezeigt, weisen die reinen LC - Filter in der Umgebung der Grenz-
bzw. Resonanzfrequenz erhebliche parasitire Eigenschaften auf, sodass sie (abgesehen von
speziellen Anwendungen wie Empfiangerkreise) wenig Bedeutung haben. Meist schaltet man
einen ohmschen Widerstand dazu, um definierte Eigenschaften zu erhalten.

10.1. Der RLC Tiefpass 2. Ordnung

|

4
[ ]

Wir berechnen zuerst die Ubertragungsfunktion der Schaltung

1
w C 1 1
H@) =—212= = — S — m—
R+jwl+- JoRCH+j*w*LC+1 1+jwRCH+j*w*LC
jwC
Mit
w 2r
wg 21fy fy
1
H() =

1+jwg QRC+j2w,?0%2LC

Wir vergleichen mit der allgemeinen Ubertragungsfunktion eines Tiefpassfilters 2. Ordnung

1

H) =
@) 1+a,jR+bj20?

Der Koeffizientenvergleich liefert
Guj=jwg ARC
b j20% =j2w0*LC
Elementarumformung
a; =wgRC
by = wy*LC

Mit zwei Bestimmungsgleichungen fiir drei Bauteilewerte liegt es auf der Hand, dass ein Wert frei
wahlbar ist. Fiir bestmogliche Gilite ware eine maoglichst grofie Induktivitit mit minimalen
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Verlusten zu wahlen. Im Niederfrequenzbereich schlief;en sich diese beiden Forderungen
gegenseitig aus. Die maximale sinnvolle Induktivitat liegt bei einigen Zehn mH?120,

Rechenbeispiel: Es ist ein RLC Butterworth Tiefpassfilter mit einer Grenzfrequenz von 10 kHz zu
konstruieren. Eine 10 mH Drossel mit einem Innenwiderstand von 3 Q steht zur Verfiigung.

Wir finden in den Tabellen die Filterkoeffizienten zu
a; = 1,4141
b, =1,000
1,4141 = (2mn 10 kHz)RC
1,000 = (27 10 kHz)? -10mH - C
Daher

1
C =
(2m 10 kHz)? - 10 mH

= 25,3 nF

R 1,4141 B 1,4141
 (2m10kHz)-C (2w 10 kHz) - 25,3 nF

=889,6 12

Noch den Gleichstromwiderstand der Spule abziehen
R = 886,62

Das ist auch technisch verniinftig realisierbar.

L C
10.2. RLC - Bandpassfilter in Serienschaltung *—-—H—I:]—-
R

Die Dimensionierung verlauft hier nur geringfiigig anders:

Wir berechnen zuerst die Ubertragungsfunktion der Schaltung

R jJwRC jwg 2RC

R+ij+ja1)C 1+jwRC+2w?LC 1+jw,2 RC+2w,2Q%LC

H(Q) =

Wir vergleichen mit der allgemeinen Ubertragungsfunktion eines Bandpassfilters 2. Ordnung
1 .
AR-j-0 g0

H) = =
D 1+40-j-2+ % 02

1+%-j-!2+j2-.(22

120 HobbybastlerInnen kdnnen an die Verwendung eines Print - Transformators denken, wenn der
Wicklungswiderstand in die Berechnung einflief3t. So sind bei Frequenzen bis zu einigen hundert Hz
Induktivitdten von bis zu 100 H preisgiinstig zuganglich. Professionell ist das allerdings nicht.
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Der Koeffizientenvergleich liefert

j-a

_ 1
]a)g.QRC=E-

jPwi QLC =j?-07

Q| =

ngC=
wiLC=1

Die Umstellung der Gleichung fiir das quadratische Glied fiihrt auf die Thomsonsche Gleichung

Die Umstellung der Gleichung fiir das lineare Glied legt die Glite fest.

R L
S wy-G-C

Rechenbeispiel: Es ist ein RLC Bandpassfilter in Serienschaltung mit einer Grenzfrequenz von 10
kHz und Giite 10 zu konstruieren. Eine 10 mH Drossel mit einem Innenwiderstand von 3 Q steht
zur Verfiigung.

1
2l = rc
L — ! =253 nF
“@nf)rL @ri0kHz)?-10mH 7"
1 1
R = = 6280

wg-G-C (2m 10 kHz)-10-253nF

Das ist gerade noch realisierbar, auch wenn geringfiigige Abstriche bei Giite und Transmission zu
erwarten sind. Gegeniiber der maximalen Gilite von 0,5 bei reinen RC - Bandpassfiltern ist die
Leistung des Filters aber noch immer sehr gut.
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10.3. RLC - Bandpassfilters in Parallelschaltung

Die Dimensionierung:

1 1
T 1+2w2LC jol
@) = oL tJvt oL _ T+j%?LC
Rt Rty R+—d2k
T 1+202LC 1+,202LC
joL ™/ oL
JjwL jwL
T+2w02LC 1+,202LC
HW) = 1T %02 - = = .
R jew LC+ JjwL R+j‘w RLC+ jwL
1+j2w?LC  1+4+j2w?LC 1+j2w?LC " 1+j2w?LC
L
i | Wy 2%
H(Q) = jwlL ] Wg iR

. -2 2 =
R+jwL+j?w0?RLC 1+ja)g.(2%+j2wg2.(22LC

Wir vergleichen wiederum mit der allgemeinen Ubertragungsfunktion eines Bandpassfilters 2.

Ordnung

1 .
AR-j-0 e AR

1+40-j -0+ 02

H) = 1
1+E'j'9+j2'92

Koeffizientenvergleich

. QL_l 0

jz(l)gz.QZLC =j2'!22
w?LC=1
Offensichtlich ist die Bedingung des quadratischen Gliedes wiederum die Thomson - Formel

1

w, =
9 JLC

Die Umstellung der Gleichung fiir das lineare Glied legt die Glite fest.

Nochmals das gleiche Rechenbeispiel: Es ist ein RLC Bandpassfilter in Parallelschaltung mit einer
Grenzfrequenz von 10 kHz und Gilite 10 zu konstruieren. Eine 10 mH Drossel mit einem
Innenwiderstand von 3 Q steht zur Verfiigung.
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1
2l = rc

1 1

C=(27ng)2-L =(27T10kHZ)2-1OmH

= 25,3 nF

R=wyLG=2m10kHz) 10 mH - 10 = 6,28 k2

Man erkennt, dass das RLC - Bandpassfilters in Parallelschaltung viel toleranter bei den
Widerstandswerten ist. Das ist mit ein Grund fiir seine weite Verbreitung.
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11. Aktive Filterschaltungen

11.1. Die Sallen - Key - Filter

Ein Sallen - Key - Filter!?1, im Englischen auch als ,Sallen and Key Filter oder als ,Voltage
Controlled Voltage Source Filter (VCVS Filter)“ bezeichnet, ist ein aktives elektronisches Filter,
das aus einem Operationsverstirker und mehreren elektrischen Widerstinden und
Kondensatoren besteht. Die Bezeichnung leitet sich aus den Namen der beiden Entwickler R. P.
Sallen und E. L. Key ab, welche dieses Filter 1955 am Massachusetts Institute of Technology (MIT)
entwickelten.

Der Vorteil des Sallen - Key - Filters besteht darin, dass mit minimalem schaltungstechnischem
Aufwand ein analoges Filter realisiert werden kann. Es lassen sich durch Anpassen der
Filterstruktur sowohl Tiefpassfilter, Hochpassfilter als auch Bandpassfilter realisieren. Da die
Ubertragungsfunktion aufgrund der Abzweigstruktur keine komplexen Nullstellen aufweisen
kann, kénnen damit nur so genannte Allpolfilter, Filter ohne Ubertragungsnullstellen, realisiert
werden. Bandsperren und Filter mit elliptischen Grundgliedern kénnen mit Sallen - Key - Filter
nicht realisiert werden.

Sallen - Key - Filter weisen dabei immer eine Filterordnung von zwei auf. Dies bedeutet, dass bei
einem Tiefpass- bzw. Hochpassfilter der Betragsfrequenzgang eine Anderung von 12 dB pro
Oktave erfahrt. Hohere Filterordnungen erfordern eine Reihenschaltung mehrerer Sallen - Key -
Filter, womit ausschlief3lich gerade Filterordnungen erzielt werden kdnnen, ein passives RC-Filter
kann aber dahinter geschaltet werden.

Die Filterstruktur ist zudem relativ stabil gegeniiber Bauteiltoleranzen, was neben dem einfachen
Aufbau die praktische Relevanz begriindet. Erkauft werden diese Vorteile durch den Nachteil,
dass zur Erzielung eines moglichst hohen Giitefaktors Q extrem hohe und nicht praktikable Werte
der Bauelemente notig sind. Sallen - Key - Filter werden daher in der analogen Schaltungstechnik
bevorzugt dort eingesetzt, wo es auf minimale Anzahl an Bauelementen mit groflem
Toleranzschema ankommt und wo geringe Glitefaktoren akzeptierbar sind. Ein grofier Vorteil
gegeniiber den Filtern mit Mehrfach - Gegenkopplung ist die geringe innere Verstarkung von
unter 3, sodass die technischen Eigenschaften des verwendeten OPV, vor allem sein Verhalten bei
hoheren Frequenzen, sich nur in geringem Maf3 auf die Filtereigenschaften auswirken. Nachteilig
ist, dass die Giite der erzielten Filter stark von Bauteiletoleranzen abhangt und insgesamt hohe
Giite schwieriger zu erzielen ist als bei den Filtern mit Mehrfach - Gegenkopplung.

Sallen - Key - Filter konnen in zwei verschiedenen Schaltungen aufgebaut werden, die sich auch
in den Details der Eigenschaften unterscheiden.

121 Fiir diesen Text wurden sowohl https://de.wikipedia.org/wiki/Sallen-Key-Filter , letzter Zugriff
05.08.2022 als auch Tietze - Schenk, 5. Auflage, S. 294 ff verwendet.
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11.1.1. Die Sallen - Key - Tiefpassfilter

11.1.1.1. Tiefpassfilter mit Einfach — Mitkopplung
und innerer Verstirkung

Vorteile:

> Alle Filter - Charakteristiken ohne
Ubertragungsnullstellen sind realisierbar.

GND GND

» Wenn gewiinscht, kann bei gleicher Grenzfrequenz
die Filter - Charakteristik mittels der Verstarkung eingestellt werden.

» Die Grenzfrequenz lasst sich mit einem einzigen genauen Doppelpotentiometer in einem
weiten Bereich einstellen, ohne die Filtergiite zu verdndern.

Zur Berechnung der Ubertragungsfunktion miissen wir die Spannung Ux am Stromknoten K
definieren. Er liegt am Verbindungspunkt von R1, R2 und C2. Damit erhalten wir die
Bestimmungsgleichungen.

Jon = Ue — Uy
| U, — Uk
Igy = 1" =U, j w-Cl
jw(Cl
Ua - Uk .
Ie; = 1 =WUg—Uy) j w-C2
jwC2
Der Ausdruck fiir U, lautet
Ug=a-U,
Dazu kommt Kirchhoff 1
[Rl +IR2 +IC2 = 0
IRZ + ICl = O
Einsetzen

Ue_Uk Up_Uk . _
R + 72 + U, —-Uy) j-w-C2=0

U, — Uy
R2

+Uy-j-w-Cl=0
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Trennen der Briiche

Ue _ Uk, Uy Uk+(U —U)j-w-C2=0
R1 Rl R2 R2 k) )@ ba=

Uy als U, ausdriicken

Ue _Ue, Ua WU, —Uy) j-w-C2=0
R1 Rl a«-R2 R2 k)] @ ba=

u, U, U,

Rz r2 Rl R2+Ua Jow-C2—-Ug-j-w-C2=0

Ue+U(1 + CZ) U(1+1+ CZ) 0
R1 Rz TS @ Kgrtret/ @
Us Ve, Va
ki e C1=0
e R R2T e
Uk loswerden
Ua a Uk
—_ e . .Cl:—
w Rz g 1Y R2
U,-R2 U,

- R c1
k=R T R2w

u, U
Upg=—+-—2.R2-j-w-C1
a  «a

Uq .
Uk=7(1+R2-]-w-C1)

Einsetzen

U€+U( ! + CZ) Ua 1+R2- 61(1+1+ CZ) 0
R1 Rz Jrw- 1) R2 TS @

Ue+U ! —+ c2 (1+R2 (:1)(1 1+ cz) =0
R1 m T Jro CD(gpt gzt e

In die Form einer Ubertragungsfunktion bringen

U, ! —+ C2 (1+R2 c1)(1 ! —+ cz) Ue
N TREACE Jro (gt gzt e

Us 1

U

- 1, . 1 _ 1,1, .
R1<m+1-a)-62—a(1+R2-1-a)-Cl)(m+m+1-w-62)>

e
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Ug a

U, 1 _ . 1.1,
¢ R1<m+a-1-a)-CZ—(1+R2-]-a)-Cl)(m+m+]-a)-CZ))

Ua a
U, Rl R1 RL
e mytajw-RL-C2—(1+R2-j-w- Cl)( +ay ) w R1: Cz)
Ug a
U, R1 R1 R1
¢ —py—@j-w-RL-C2+(1+R2-j-w-C1)(p+py+J @ R1-C2)
u, a
U.” R1 R1 . . R1 Rl
Ve —5—aj-w-RL: CZ+(R1+R2+]-w—Rl'CZ)+(R2']—w-Cl)(ﬁ 77 ) w-R1-C2)
Ug a
Ue 2% a-j-w-Rl- CZ+1+R1+] w-R1-C2+(R2j-w- Cl)(1+R1+] w-R1-C2)
ﬂ_ a
Ue 1+j~w-R1-CZ—a~j-w-Rl-C2+(R2-j~w-Cl+W +j-w-R1-C2-R2-j-w-C1)
U, a
U, 1+(1-a)j-w-R1-C2+j-w-R2-Cl+j-w-RL-Cl+/2-w?-R1-R2-C2-C1
] ] J ]

U a

a
U 1+j-w-[(1—a)-R1-C2+(R1+R2)-C1]+/%> - w?-R1-R2-C2-C1

Mit

kommt man zur Form

U, a

2= AP) =
U, ) 1+P-w, [(1-a)-RL-C2+ (RL+R2)-C1]+P?-w,?-R1-R2-C1- (2

Zur Realisierung gibt es verschiedene Ansitze. Eine beliebte Variante besteht darin, die
Widerstande und Kondensatoren jeweils mit gleichen Werten zu wahlen und den Filtertyp mittels
der Verstarkung einzustellen. So kommt man mit

R1=R2=R
Cl=C2=¢C
ZUu
Ya _ aqpy = : TR
U, 1+P-w, [1—a) - R-C+2-R-Cl+P? w,>-R2C
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Koeffizientenvergleich

Daher

Und

a

T 1+P-wy-[B-a) R-Cl+P? w2 R%(?

a; = wy[3—a)-R-(]

b1=0)5'R2 'CZ

a1=wg[(3—a)-\(/u—b_1
g
a=0B-a) b

a=3-—=

N

Man erkennt, dass die Filtergiite nun unabhingig von der Grenzfrequenz nur mittels der
Verstarkung eingestellt werden kann. Es ergeben sich folgende Werte:

Filter mit kritischer Dampfung
Bessel

Butterworth

Tschebyscheff 3 dB

Oszillator

1,000
1,268
1,586
2,234
3,000

Ein weiterer Vorteil dieser Schaltung ist, dass sich die Grenzfrequenz mit einem einzigen genauen
Doppelpotentiometer in einem weiten Bereich einstellen lasst, ohne die Filtergiite zu verdandern.

396



11.1.1.2. Tiefpassfilter mit Einfach — Mitkopplung und Spannungsfolger122

Dieser Aufbau ist eine spezielle Variante von Typ 1 mit L
a=1. c2
Ue R1 R2
Vorteile: : "
5 —O Ua
» Einfacher Aufbau. Vor allem fiir hohere Frequenzen
kann der OPV auch durch einen Transistor ersetzt o
werden.
» DC-Verstarkung =1
Die Ubertragungsfunktion ergibt sich unmittelbar zu
U, 1
—=A(P) = 2 2
U, 1+P -wy-(R1+R2)-C1+ P wy“-R1-R2-C1-C2

Die Filtergiite bzw. der Filtertyp miissen nun durch Wahl geeigneter Bauelemente hergestellt
werden.

a; = wg + [(R1+ R2) - (1]

by = w?-R1-R2-C1-C2

122 Diese Variante wird hier und da auch als Synchronfilter bezeichnet. Ein Vorteil ist, dass sich auch Filter
hoherer Ordnung mit lediglich einem OPV realisieren lassen.
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11.1.2. Die Sallen - Key - Hochpassfilter

11.1.2.1. Hochpassfilter mit Einfach — Mitkopplung und innerer Verstirkung

Die Eigenschaften dieses Filters entsprechen dem
Tiefpassfilter. Die ,langliche” detaillierte Berechnung der
Ubertragungsfunktion lassen wir hier weg und nennen

lediglich das Ergebnis. g e z H(D_Ufm
R1
R3
GND GND
Ya _ 4epy = -
U, ()‘1 R2 - (C1+C2)+R1 C2-(1-a) 1 1 1
“R1-R2-C1-C2 "P" w,2R1-R2-C1-C2 P?

Wie am quadratischen Glied zu sehen ist, ist die Grenzfrequenz von der inneren Verstirkung
unabhéingig.

Zur Realisierung gibt es wiederum verschiedene Ansatze. Eine beliebte Spezialisierung besteht
hierbei darin, die beiden Kondensatoren und die beiden Widerstédnde jeweils mit gleichen Werten
zu wahlen. Die Ubertragungsfunktion vereinfacht sich damit zu

U, a
U_e_A(P)_1 R- (C+C)+R C-(Q-a) 1 1 1
‘R-R-C-C P wgz'R-R-C-C p2
U, a
v, A =TI P S
ngC P 2 RZ CZ PZ

Der Koeffizientenvergleich mit der allgemeinen Ubertragungsfunktion des Hochpassfilters

apy = A

a; , by
1+ 7+

ﬁ

Liefert dann

by 1 1
P2~ w,?-R*-C? P?

Kurz also
_ 3—a
M=y R-C
b = 1
1_a)gz-R2-C2
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Beispiel: Zu berechnen ist ein Butterworth - Hochpass - Filter 2. Ordnung mit Einfach -
Mitkopplung und innerer Verstarkung. Die Grenzfrequenz ist 10 kHz. Die beiden Kondensatoren
haben 1 nF. Die beiden Widerstdnde haben gleichen Wert.

Die Filterkoeffizienten des Butterworth - Filters lauten

a; = 1,4142
b; = 1,0000
Daher
1,4142 = 3
’ " (2-m-10kHz) - R - (1 nF)
1,0000 = !
’ "~ (2-m-10kHz)? - R?- (1 nF)?
Elementarumformung

1

R = 10k - (np

= 1591612

1,4142-(2-mw-10kHz) - 15916 2 - (1nF) =3 —«
3—a=14142
a = 1,5857

Das ist der tabellierte Wert.
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11.1.2.2. Hochpassfilter mit Einfach - Mitkopplung und Spannungsfolger

Dieser Aufbau ist eine spezielle Variante des Typs 1 mit
a=1. R2
Ue

o—l 3
1'—OUa

Die Ubertragungsfunktion ergibt sich unmittelbar zu = 2

R1

GND
Yo _ aepy = &
U, )= R2-(C1+(C2) 1. 1 1
wgRI-R2-C1-C2 P" @2 -R1-R2-C1-C2 P?

1+

Gleiche Kondensatoren vorausgesetzt, findet man die Werte der Widerstande zu

R1 = 2
_wgCal

aq
R2 = —«—
2wy C by

11.1.3. Die Sallen - Key - Bandpassfilter

11.1.3.1. Bandpassfilter mit Einfach - Mitkopplung und innerer Verstirkung!23

1.

Ue

o—1 3 )
R1 2 5 —O Ua
(a—1)R3
=c1 | [r2
R3
Die allgemeine Ubertragungsfunktion ergibt sich zu "
GND  GND GND
jrw
a-
— R1-C1
PO =—"pRivrr [ 1, PR NS A W
RI-Rf-R2-c1-c2 "\RT-C1"R2-C1"R2-C2 Rf-Cc1)/ @7/ @
Mit
jrw=w,P
Daher

123 Unter Verwendung von https://en.wikipedia.org/wiki/Sallen%E2%80%93Key topology, letzter

Zugriff 16.08.2022.
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Wy P
¢ R1-C1

R1+Rf 1 1 1 a—1 ' 2 )
R1-Rf -R2-C1-C2 +<R1-Cl+R2-Cl+R2-C2_Rf.C1> Wy P+ P

A(P) =

Der Vergleich mit der allgemeinen Ubertragungsfunktion des Bandpassfilters 2. Ordnung

Ay-AQ-P
1+A0-P+ P?

AP) = —

zeigt, dass noch einiger Anpassungsbedarf besteht.

w,-P R1-Rf-R2-C1-C2

AP) = “Ricl’ RI+Rf
= RI+R R1L-Rf -R2-C1-C2 1 1 1 —1\ RL-Rf-R2-CL-C2 RL-Rf-R2-CL-C2
R1»Rf»R2-f61-c2‘ RT+Rf +(R1-c1+R2-61+R2-c2_Raf-a)' )};1+Rf o Pt {21+Rf “wt P
Rf-R2-C2
AP) = « iy o
= RZ-C2 R1-C2 RL-C1 (a—1) -RL-RZ-C2\ RL-Rf-R2-CL-C2 RL-Rf-R2-CL-C2 5 .,
1+(R1-Rz-c1~cz+R1-R2-01~02+R1-R2-c1»cz‘R1-Rf-Rz-c1»cz)' R1+Rf "o P+ R1+Rf ot P
Rf -R2-C2
AP = .
= (RE-RZ-C2+Rf R1-C2+Rf-RL Cl—(a—1)-RL-R2-C2) RL-Rf-R2-C1-C2  _ RI-Rf-RECLC2 , .,
+( R1-Rf-R2-C1-C2 )' RI+Rf wr P+ RI+Rf et
Rf -R2-C2
AP) = B KL
T Rf R2-C2+Rf-RL-C2+Rf RL-Cl—(a—1)-R1-R2-C2 RL-Rf-R2-CL-C2 __, .,
L+ R1+Rf “or PP 1Ry rorn P

In dieser Form wird der Koeffizientenvergleich mdglich:

R1-Rf-R2-C1-C2

=1
R1+Rf “r
o _Rf*R2:C24+Rf R1:C24+Rf R1:Cl-(a—1)-R1'R2:C2
- R1+Rf @r
o ap o RER2ZC2
e A

Fiir den Fall, dass die gewtlinschte Giite nicht allzu hoch ist, kann man eine beliebte Spezialisierung
durchfiihren

C1=C2=C
R1=Rf =R
Achtung!
R2 = 2R

Damit vereinfacht sich der ganze Kalkiil deutlich
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R-2R-C

a - —p1p w P
AP = R+R
R 2R-C+R-R-C+R-R-C—(a—1)-R-2R-C R-R-2R-C-C , ,
L+ R+ R o PAT—pr g et P
R-2R-C
A(P)_ .T.wr.P
- 2R®-C+R* C+R*C—(a—1)-2R*-C 2R®-C*  , ,
1+ 7R -wr-P+T-wr -P
AP) = a-R-C-w, P
1-|-2R.C+R.C+R.2C_(a_1)'2R.C-wr-P+R2-C2-wr2-P2
A(P) = a-R-C-w, P
- + . —-a- . + . W, * + . D) .
1 2R-C R-C+R-C)-w,-P+R* C* w2 P?
AP) = a-R-C-w, P
- + . —-a- . W, * + . N .
1 3R-C R-C) -w, -P+R* C* w? P?
a-R-C-w, P
A(P) =

1+B—-a)-R-C-w.-P+R*-C* w2 P?
Somit ergibt sich die Resonanz - Kreisfrequenz aus der Bedingung des quadratischen Gliedes
R?-C? - w?=1

1
Wy = ——

-C
Die Verstarkung bei Resonanz - Kreisfrequenz

a-R-Cj-w
1+@B—-a) R C-j-w+R* C* j* w?

A(P) =

Spezialfall Resonanz
1

R-C
+R

a-R-C-

[l

Alr) =

\V]

1+(3—0()-R'C-]'R R%C

T SC% R

a-j
1+B-a)j—-1

A(r) =

A _ (24
M=5"y

Sowie die Giite
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1
B-a)

Q=

Man erkennt, dass die Verstidrkung bei Resonanz dramatisch ansteigt und hohe Giite nur bei einer
inneren Verstarkung knapp unter 3 erreichbar ist. Giite 100 bedingt also eine innere Verstarkung
von

1
- =100
=G-o
i1
%= 700
_3_ 1 399
=57 700"~

Das kann leicht schief gehen und das Filter beginnt wild zu schwingen. Fiir Bandpassfilter hoherer
Giite ist diese Schaltung daher wenig geeignet.

11.1.3.2. Bandpassfilter mit Einfach - Mitkopplung und Spannungsfolger

Dieser Aufbau ist eine spezielle Variante von Typ 1 mit a = 1.

Die erzielbare Giite ergibt sich nun zu

RL | X 13 O ua
l_Rf-R2-C2+Rf-R1-C2+Rf-R1-C1 © et [r2
Q R1 +Rf r
Wir wahlen testweise eine Resonanzfrequenz von 10 kHz und il
eine zu erzielende Giite von 5.
1 Rf-R2-C2+4+Rf-R1-C2+Rf-R1-C1
— = 10k -2 -1
5 R1+ Rf
1 _Rf-(R2-C2+R1-C2+R1-C1)
5-10k-2-m R1 +Rf

Sowie fiir die Resonanzfrequenz

R1-Rf-R2-C1-C2
R1+ Rf

C(10k-2-m)2 =1

R1-Rf-R2-C1-C2

=2,533 - 1010
R1+Rf ’

Zwei Gleichungen fiir 5 Unbekannte. Wir wahlen nach langwierigem Ausprobieren, um
festzustellen, welche Werte iiberhaupt zuldssige Losungen darstellen

Cl=1nF
C2= 0,82 nF
R1=1MQ
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Rf-(R2-0,82n+1M-0,82n+ 1M - 1n) _ 2183 10-6
Q: 1M + Rf -
1M -Rf -R2-1n-0,82n
fr: f =2,533-10"10

1M + Rf
Q:Rf- (R2-0,82 + 1,82M) = 3183 - (1M + Rf)
Q:Rf- (R2-0,82 + 1,82M) = (3,183 - 10%) + 3183 - Rf
Q:Rf- (R2- 0,82 + 1,82M) — Rf- 3183 = (3,183 - 109)
Q:Rf- (R2-0,82 + 1,82M — 3183) = (3,183 - 10%)
Q:Rf- (R2-0,82 + 1816817) = (3,183 - 10°)

(3,183 - 10%)

:Rf =
Q (R2-0,82 +1816817)

Einsetzen

(3183109 i
(RZ-0,52 + 1816817) K2 (082107
(3,183 - 10%)

IM+ 750,82 + 1816817)

1M
=2,533-10710

fr:

(3,183 -10%) R2
~ (R2-082+1816817) "~ _2533-107%°
' (3,183 - 109 ~0,82-10712
(R2-0,82 + 1816817)

fr =308,9

1M +

Das lassen wir rechnen
R2 = 191896 2

(3,183 - 109)

Rf =
(191896 0,82 + 1816817)

= 1612,3 2

Die Schaltung ist also prinzipiell machbar. Der Rechenaufwand fiir das Auffinden der moglichen
Bauteilewerte ist allerdings erheblich, da ein nichtlineares System von Gleichungen und
Ungleichungen zu lésen ist. Dazu kommt, dass die extrem starke Mitkopplung nicht gerade ein
Garant fiir stabile Verhdltnisse darstellt. In der Praxis wird diese Schaltung daher kaum

verwendet.
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11.2. Filter mit Mehrfach - Gegenkopplung

Im Gegensatz zu den Sallen - Key - Filtern wird hier der OPV als Integrator geschaltet. Filter hoher
Giite sind leichter und stabiler zu realisieren als mit den Sallen - Key - Filtern, dafiir wirken sich
die Eigenschaften des OPV deutlich begrenzender aus.

11.2.1. Tiefpassfilter

=
Zur Berechnung der Ubertragungsfunktion miissen wir Y & ks Cl
die Spannung Uy am Stromknoten K definieren. Er liegt am . = i
Verbindungspunkt von R1, R2, R3 und C2. Damit erhalten 3], v
wir die Bestimmungsgleichungen.
| A— Ue — U
R1= "7
oo = Ug — Uy
[on = Up — Uy
Im Fall eines idealen OPV wird U, = 0, daher
Uy
Ipzs = ——
R3 R3
Ua - Un
Iey = -1
jw(C1

Im Fall eines idealen OPV wird U, = 0, daher

U
lep=—F—=Us jwCl

jw(Cl
U .
ICZ = 1 = Uk . ] w CZ

jw(C2

Dazu kommt Kirchhoff 1
[Rl +IR2 +IR3 +IC2 = O
IR3 + ICl = O

Einsetzen

Ue—Uy Ug—Ug Uy , _
Rl "Rz Rm3 UkjrwrC2=
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U .
E+Ua-]-a)-61=0

Uns interessiert aber die Ubertragungsfunktion A = U,/U.. Daher stellen wir die Gleichungen erst
einmal so um, dass die im Endeffekt nicht interessierende Spannung Ux nicht mehr aufscheint.
Beispielsweise gehen wir vom Stromknoten an U, aus und machen Uy explizit,

U,=-U,-(R3-j-w-C1)

dann in den Ausdruck fiir den Stromknoten Uy einsetzen.

U —Uy Ug—U, U
e ki e Kk _ K Ujw-C2=0

R1 R2 R3

Uo U, U U U
ke K K U jw-C2=0

Rl RL Rz RZ R3

Ue+U“+U(1+1+1+' CZ)—O
Ri R *\R1TR2TR3T/? =

U€+U“+U (R3-j Cl)<1+1+1+' 62)—0
R1 "R2 e ] R1"R2 " R3T/® =

U 1+(R3' C1)<1+1+1+' Cz) L
a\R2 @ R1 R2 " R3T/Y - TRl

1
Ua “R1

T
Ue 1 _ 1,1, 1.
<m+(R3-]-w-Cl)(m+m+m+1-w-CZ)

Aufgrund der Schaltung sehen wir, dass die Gleichspannungsverstarkung den Wert

U, R2
U, Rl

haben muss!24. Einfach die Kondensatoren weglassen, dann kann man R3 auch gleich 0 setzen.
Daher bringen wir den Zahler gleich auf diesen Wert.

R2
U, “Ri

Ue 1+(Rz-R3-j-w-c1)(%+R—12+R—13+j-w-cz)

Als nichstes stellen wir die Gleichung so um, dass sie die Form der allgemeinen
Ubertragungsfunktion eines Tiefpassfilters 2. Ordnung hat.

R2
Ua _ il
U, 1+R2'R3é]1-w-Cl+R2~R3I~?]2-a)-Cl+R2~R3k]3-a)-Cl_i_RZ'RS'j‘w_Cl_j.w'Cz

124 Bei Tietze Schenk gab es da einen Druckfehler. Das Vorzeichen in der Formel auf S. 294 oben fehlt.
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R2
Ua “R1

u 1+%-j-w-c1+zz3-j-w-c1+R2-j-w-c1+j2-w2-R2-R3-c1-cz
R2
Ua _ _RIL
Ue 1+j-w-(RZ+R3+%)-C1+j2-a)2-R2-R3-C1-C2
Mit
)
p=1?
Wg
kommt man zur Form
U _R_Z
~a _ _ R1
g, - AP)= RZ-R3

1+P-wy-(R2+R3+ )-Cl+P?-wy?-R2-R3-C1-C2

R1

Der Koeffizientenvergleich mit der allgemeinen Ubertragungsfunktion eines Tiefpassfilters 2.
Ordnung

Ug AP = Ay
U, P) 14+a;-P+by-P?
liefert die Dimensionierung:
Ry
A, = ——=

R, R3)

a1=a)gC1(R2+R3+ )

bl = (l.)gz Cl CZ Rz R3

Als nichstes berechnet man die bendtigten Widerstandswerte. Dazu miissen wir zuerst R3
loswerden. Wir machen R3 im Ausdruck fir b; explizit

R, = by
3T wy2CCo Ry

Und in den Ausdruck fiir a; einsetzen

bl RZ bl )

a, =w,C; | R, + +—
1= 1<2 wg2C1 Ca Ry Ry % Cy Gy R,

R1 als Gleichspannungsverstarkung ausdriicken

407



Einsetzen

b, R, by

+
(l)gz Cl Cz RZ _%wgz Cl CZ Rz
0

a1=(l)gC1 R2+

N Ao by
B O\ 2T L TC G R, w0t C G R,
w, C,(1—A
a1=a)gC1R2+b1M
0,7 C; Cy R,
(1—-A4)

a1=a)gclR2+b1wgCZR2

aq (l)g CZ Rz = (A)g Cl RZ (l)g CZ Rz + bl(l _Ao)

(1)5 Cl CZ R% - al(l)g CZ Rz + bl(l _Ao) = 0

Mitternachtsformel
2
a; wy C; — \/(almg C;)" —4wi Cy C, by(1—Ap)
2 2wZ G, Gy
a3 wy Cp — Jalz wg? C* — 4 wf C; C, by (1 — Ap)
Rz =

2w2Cy Gy

R =a1C2—\/a12C22—4C1C2 by (1—Ap)
z 2w, Cy Gy

Aufgrund der Probleme mit den eher weiten Stufen (meist nur E6, oft sogar nur E3!) sowie den
Bauteiletoleranzen gibt man iiblicherweise die Kondensatoren vor. Um fiir R2 einen reellen Wert
zu erhalten (schau auf die Diskriminante!), gilt fiir die verwendeten Kondensatoren die

Bedingung
a?C?—4C,C,by(1—4,) =0
a?Cy,—4C;  by(1—4y) =0
a? C, = 4Cy by(1—A4y)

C, - 4by (1—4p)
C: — a,?

Dabei ist es erfahrungsgemaf3 ratsam, das Verhaltnis der Kapazitdtswerte nicht viel grofier zu
wahlen, als diese Bedingung vorschreibt.

Damit ist die Berechnung des Filters abgeschlossen. Heutzutage verwendet man zur
Dimensionierung natiirlich einen der vielen dafiir geeigneten Online - Rechner.
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11.2.2. Hochpassfilter

Die Eigenschaften dieses Filters entsprechen dem

T
gleichartigen Tiefpassfilter. Die TP - HP - . I
Transformation fithrt bei dieser Schaltung ks o 2{_
3

allerdings zu einem Aufbau mit drei
Kondensatoren. Aufierdem wird die Quelle
deutlich stirker kapazitiv belastet!25 als bei der
Sallen - Key - Architektur. Daher ist diese
Schaltung nicht sehr verbreitet, man verwendet mit grofdem Vorteil die Sallen Key Schaltung.

e

GND

Die ,langliche” detaillierte Berechnung der Ubertragungsfunktion lassen wir wiederum weg und
nennen lediglich das Ergebnis.

Ua_A(P)_ c1 wg? R1-R2-C2-C3 - P?
U, €2 1+w;-R1-(C1+C2+C3)-P+w;*-R1-R2-C2-C3-P?

Die Verstarkung bei unendlicher Frequenz betragt (hoffentlich) intuitiv einsichtig

C1
A(o) = ~

Wiederum wahlt man alle drei Kondensatoren mit gleichem Wert. Dann erhdlt man die
Ubertragungsfunktion

U, o‘)gz-Rl-RZ-Cz-P2
—=AP) =- 2 2 p2
U, 1+wg-R1-3-C-P+wg-R1-R2-C-P

Oder in der Form fiir den kommenden Koeffizientenvergleich

Ua _ acpy = 1
Ue B 1 L @ R1-3-C-P  wj-R1-R2-C*-P
wg?-R1-R2-C*-P? " w,> R1-R2-C*-P* " wy?-R1-R2-C?-P?
Ua _ 4oy _ 1
g, AP = 1 3

+1

Wy RL-RZ-C?-P? w, R2-C-P

Der Koeffizientenvergleich mit der allgemeinen Ubertragungsfunktion des Hochpassfilters

A(oco
A(P) = a(l ) b,
1+5+5
liefert dann
_ 3
“ T, R2-C

125 Dije Serienschaltung von C1 und C2 fithrt vom Eingang direkt und ohne Serienwiderstand auf den

Ausgang des OPV.
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b
Y wg?-R1-R2-C?
Elementarumformung
R2 = 3
wg-as-C
1 aq

R1 = =
3 3-w, by C
2.p .2 .2 1
wg” + by wy @ C c g

11.2.3. Bandpassfilter

Gerade beim Bandpassfilter mit hoher Giite zeigt sich
(wenn die Frequenzen nicht allzu hoch sind) die technische
Uberlegenheit der Gegenkopplungsstruktur gegeniiber der
Einfach - Mitkopplung.

Ua

Um die umfangreiche mathematische Darstellung zu GND
vereinfachen, ist es wiederum iblich, die beiden
Kondensatoren mit gleichen Werten zu wahlen. Dann erhalt man die Ubertragungsfunktion

R2-R3
Ya _ apy = - RLzR3 @ F
U 2RLR3 ., .RLRZR3 , 5 .
¢ I+ isrs Cwr P+—pgiygrz ¢ -or-P

Der Vergleich mit der allgemeinen Ubertragungsfunktion des Bandpassfilters 2. Ordnung

Ag-AD-P

A(P) = —
(P) 1+A0-P+ P?

zeigt, dass der Koeffizient des quadratischen Gliedes 1 sein muss. Daraus folgt

R1-R2-R3 ., , 1
R1 + R3 @r =
Nach der Resonanz - Kreisfrequenz umgestellt
y 1 _ R1 +R3
“=R1-R2-R3 ., RL1-R2-R3-C2

Ri+r3 ¢

1 | R1+R3
“r=¢" |R1-R2-R3

Fiir die Berechnung der Verstarkung bei Resonanz - Kreisfrequenz miissen wir zuerst

substituieren und erhalten
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R2 - R3 jrw

AP) = RIFR3 C @ g,
~ " 2-RL-R3 . _ j-w RL-R-R3 ., , J°-o
Yt Rivrs O o T Y TRIFR T T2
R2-R3 . .
AP = — Ri+R3 - 1'%
L RLR3 . RLRZR3 , o
R1+R3 '/ T RI+R3 @

Als néchstes bestimmen wir die Verstarkung bei der Resonanz - Kreisfrequenz

R2-R3 . . (1 [RI+R3
Ri+r3 “J \C'\RT-RZ-R3

A(r) = —
2-R1-R3 . . (1 [Ri+R3 \ ,R1-R2-R3 ., , (1 [RI+R3 \,
1+ R1+R3'C'1'<E \le'RZ'R3)+ Ri+R3 C°J (C \]R1~R2~R3>
R2-R3 . [RIYR3
A(r) = R1+R3 R1-RZ-R3

|42 RL-R3 / RI+R3 _R1-R2:R3 ., 1 RL+R3
Ri+R3 / \RT-R2-R3~ RI1I+R3 2 R1-R2-R3

R2-R3 . [ R1+R3
R1+R3 /' \RT-RZ-R3

A(r) =—
142 R1-R3 [ R1+R3 _
R1+R3 / \RT-R2-R3
R2 - R3 - R1 + R3
A = — R1I+R3 \/Rl-RZ-RS

2-R1-R3 . [ R1+R3
Ri1+R3 / \RTI-R2 R3
R2

AN =3/
Daraus folgern unmittelbar zwei Eigenschaften:

» Die Verstarkung bei Resonanz ist von R3 unabhingig.
» Bei Resonanz tritt keine Phasenverschiebung auf.

Bereits im Kapitel iiber die Tiefpass - Bandpass - Transformation haben wir berechnet, dass sich
die Glite des Bandpassfilters zu

ergibt. Der Vergleich der linearen Glieder im Nenner der Ubertragungsfunktionen liefert

2 RL-R3 b A p
R1+ R3 r =

2 RUR3 1
R1+R3 =~ Ur=2%7Q
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R1+R3
2-R1L-R3-C-w,

Q =
Einsetzen des Ausdrucks fiir die Resonanz - Kreisfrequenz

R1+ R3 B V(R1 + R3)?

Q= =
1 [ R1+R3 R12-R3%- (R1 + R3)
2 RL-RS-Cog \/m 4 3T R7 K3
0= (R1 + R3)? (R1 + R3)?
_J4 R1-R3- (R1+R3) R1-R3- (R1+R3)

_ 1 |R2-(R1+R3)
T2 R1-R3

Offenbar ist die Giite des Filters von den Kapazititen unabhingig. Um zu einer
frequenzabhangigen Darstellung der Giite zu kommen, vergleichen wir diesen Ausdruck mit dem

fiir die Resonanz - Kreisfrequenz
_ 1 R1 + R3
Yr=7¢" |R1-R2-R3
; R1+ R3 R2:(R1+R3) _
“= |R1-R2-R3_R2{_ R1-R3

R2-C- w,
h 2
Fiir viele Anwendungen interessiert aber nicht die Giite, sondern die Bandbreite

Bzéz ©r = Or = L
Q 2mQ , R Cuw nR2C
2

Eine technisch wichtige Erkenntnis aus dieser Formel ist, dass die Bandbreite bzw. Glite nicht von
R1 und R3 abhédngen. Umgekehrt hangt die Verstarkung bei Resonanz bekanntlich nicht von R3
ab. Daher hat man die Moglichkeit, allein mit R3 die Resonanzfrequenz zu verandern, ohne dabei
die Glite oder die Verstarkung zu beeinflussen!

Der zweite grofde Vorteil dieser Schaltung ist, dass sie im Gegensatz zum Aufbau mit Einfach -
Mitkopplung auch bei héherer Giite nicht zum Schwingen neigt. Deshalb ist sie in der Praxis das
bevorzugte System fiir den Aufbau von Bandfiltern.

Der Nachteil ist, dass zum Erzielen hoher Giite im Vergleich zu R1 niedrige Werte von R3
erforderlich sind. Anders formuliert, der Eingangsspannungsteiler reduziert die Spannung am OP
massiv, was durch die Verstarkung des OPV wieder ausgeglichen werden muss. Vor allem bei
hoheren Frequenz ist eine problembewusste Auswahl des OPV Typs erforderlich.
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Ein Beispiel zur Illustration dieses Problems: Zu konstruieren ist ein Bandpassfilter mit der
Resonanzfrequenz 10 kHz und der Bandbreite 100 Hz. Die Gesamtverstarkung bei Resonanz sei
-1. Wir wahlen die beiden Kondensatoren zu 1 nF.

5= 1
" m-R2-C
R2 = ! _ ! = 3,2 M{)
" m-B-C m-100Hz-1nF
AG) = R2
ST R
R2=2-R1
R1=1,6 M
, 1 R1+R3
T = |RT- Rz R3

okt - ] 1,6 MQ + R3
T Z=1nF |16M0-32M0 R3

cpgyl_ |L6M2+R3
R0 T 512707 R3

1 1,6M0+R3
0% 512TN*-R3

3,95n

1
395n 07 512T0?*-R3 = 1,6 M2 + R3

20213 -R3 =1,6 M2+ R3
R3 =791

Daher schwicht der Eingangsspannungsteiler das Signal auf ungefahr

ab. Der OPV muss daher bei der Resonanzfrequenz noch eine Verstarkung von mehr als 20000
(86 dB) haben. Das ergibt eine Grenzfrequenz von mehr als 20 MHz. Aufgrund des hohen
Widerstandswertes von R2 sollte aufierdem ein Typ mit Feldeffekt - Eingangsstufen gewahlt
werden, um den Bias - bedingten Offset und das Rauschen in Grenzen zu halten. Da wird die
Auswabhl schon sehr diinn?26!

126 So zeigte im August 2022 beispielsweise TI nur den OPA810, der diese Spezifikationen mit
Versorgungsspannungen >15 V erfiillt.
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Berechnen wir noch zum Abschluss die konkrete Ubertragungsfunktion

3,2M - 79

Ua _ T6M+79 1"/ @

U 2-1,6M 79 ) 16M-32M-79 .,

© It9gmy79 I e——TFemy7g Intrw
U, 158n-j-2-m

U,  1+158n-j-2-m—0,253n-4-n?

8000 9000 —10

-05 \ beim Durchlaufen der Resonanzfrequenz.

8000 9000 10 11000 12000 13000

erahnen lasst, dass sie nur 2. Ordnung ist.

".‘* . Lineare Darstellung. Blau - Amplitude, rot - Phase. Man
yo o zon oo erkennt sehr schon den Phasensprung von -90° nach +90°

Und hier die Betrage der Transmission in dB. Man erkennt die
enorme Giite der Schaltung, die nicht auf den ersten Blick

414



11.2.4. Ein Sinus - Oszillator mit Bandpassfilter mit Mehrfach -
Gegenkopplung

Der einfache Aufbau, die hohe Stabilitit und die elementar realisierbare Durchstimmbarkeit des
Bandpassfilters mit Mehrfach - Gegenkopplung erméglichen auch den Aufbau hochwertiger
amplitudenstabiler durchstimmbarer Sinusgeneratoren!?’.

- Der linke Teil der Schaltung
Jmmv-m umax  rund um IC2a ist ein
Umkehrverstarker, der die
Inversion des Bandfilters bei

o Resonanz ausgleicht. Damit ist
= die Phasenbedingung erfillt.
i €13 T Der ,Angstkondensator C9
82kQ 22nF . 1.
. i le soll  lediglich  parasitire
R SR I 2 hochfrequente Schwingungen

[l] Ro unterbinden.

|_ci2
—220nF

R10

D10
SZ ZPD6V2

L R3 / D9 / D10 stellen die

o Amplitudenstabilisierung dar.
Zur optimalen Temperaturstabilitit der Amplitude verwendet man 6,2V Zenerdioden. Fiir
niedrigere Versorgungsspannungen kdnnen alternativ auch LEDs verwendet werden.

390Q

Der rechte Teil der Schaltung rund um IC2b bildet ein Bandpassfilter mit Mehrfach -
Gegenkopplung. Die Resonanzfrequenz kann mit R9 abgestimmt werden. Man erkennt die
deutliche Abschwéchung des riickgekoppelten Signals durch R4 / R9. Fiir besonders niedrige
Werte von R9 muss gegebenenfalls auch der Wert von R4 reduziert werden, um die
Amplitudenbedingung noch zu erfiillen. Der Einstellbereich der Frequenz liegt bei mindestens 1:4.
Die angegebenen Werte fiihren zu einer Schwingfrequenz von etwa 600 Hz, die Maximalfrequenz
liegt tiber 20 kHz und ist vor allem von den verwendeten OPVs abhiangig.

C12 und C13 miissen hochwertige Typen sein. Elektrolytkondensatoren oder MLCCs mit billigen
Keramiken (Y oder Z) sind ungeeignet. Nach Mdglichkeit wahlt man Folientypen, fiir hohe
Kapazitatswerte > 1pF MLCCs mit X - Dielektrika. Fiir stabile Verhaltnisse ist die
vorschriftsgemafie Entkopplung der Versorgungsspannungen der OPVs natlirlich essentiell.

Bei sauberer Auslegung erreicht man Klirrfaktoren unter 0,5 %. Vorteilhaft ist, dass im Gegensatz
zum Prinzip des Funktionsgenerators in der gesamten Schaltung kein Rechtecksignal erzeugt
wird, dessen steile Flanken dazu neigen, auf das Sinus - Signal durchzuschlagen. Gegentliber dem
Wien - Briicken - Oszillator gewinnt man die einfache Durchstimmbarkeit und spart die seltsame
Gliihlampe zur Amplitudenstabilisierung.

127 Aus: Robert C. Dobkin, National Semiconductor Linear Brief 16, Marz 1971. National Semiconductor
Application Notes.
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11.3. Das Universalfilter

Die bisher beschriebenen Filterschaltungen waren darauf ausgelegt, jeweils eine spezielle und
von vornherein festgelegte Art von Filter zu realisieren. Nicht realisierbar sind mit dieser Art von
Schaltungen die Filter mit nicht - trivialen Nullstellen im Zahler der Ubertragungsfunktion, wie
sie beispielsweise fiir die inversen Tschebyscheff und Cauer - Filter benotigt werden.

Eine elegante Moglichkeit, diese Filter zu realisieren, ist das einstellbare Universalfilter12s.

Aus'?9 den bisherigen Betrachtungen ergibt sich fiir die Ubertragungsfunktion eines Filterblocks
zweiter Ordnung die allgemeine Form

d0+d1'P+d2'P2

A(P) =
() C0+C1'P+C2'P2

Die ,klassischen“ Filterapproximationen gehen aus dieser allgemeinen Form durch folgende
Spezialisierungen des Zahlerausdrucks hervor:

Tiefpass di=0 d,=0

Hochpass do=0 di=0

Bandpass do=0 d>=0

Bandsperre di=0 do=d>

Allpass do=rco di=-¢ d2=c;

Die Zahlerkoeffizienten diirfen dabei beliebige Vorzeichen annehmen, wahrend die Nenner -
Koeffizienten aus Stabilitatsgriinden ausschliefdlich positiv sein dirfen.

| -
[I]R/kﬂ
o

I%IR/lO

128 Es gibt viele Varianten des State Variable Filters. Hier wird als Beispiel die Version gemaf3 Tietze
Schenk 5. Auflage S. 322ff besprochen. Weitere Versionen findet man unter

Analog Devices Analog Designs Chapter 8 Filters.pdf S. 8-95ff,

https://en.wikipedia.org/wiki/State variable filter sowie

https://en.wikipedia.org/wiki/Transmission zeroes, letzter Zugriff 17.08.2022. Bei diesen Versionen
steht allerdings die gleichzeitige Verfiigbarkeit von TP, HP, BP und AP im Vordergrund. An dieser Stelle
geht es hingegen um die Realisierung von Ubertragungsfunktionen mit Polynomen in Zahler und Nenner.
129 Dieser Text folgt weitgehend der Abhandlung gemaf Tietze Schenk 5. Auflage S. 322ff. Anderungen und
Erganzungen aus didaktischen Griinden.
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Die Ubertragungsfunktion dieses einstellbaren Universalfilters ergibt sich aus folgenden
Uberlegungen: Da dieses Filter nur fiir Wechselspannung sinnvoll einzusetzen ist, berechnen wir
die Eigenschaften der beiden Integratoren im Frequenzbereich. Gemaf3 Kirchhoff 1 gilt:

ky i jwC
e, Uz Uy
2 2
Ua=_U3

Als néchstes versuchen wir, dieses Gleichungssystem zu entwirren.

Erst einmal U3 substituieren.

U U

e a 2

OP3 R - ? " 0

ka L
Aus OP3n U; explizit darstellen.

U, Ug U, Ug-l; Uk

OP3n: F = ? - E = R R
L ke

Kiirzen

OP3n: UZ = (Ua 'lz _Ue 'kz)

U; in OP2n substituieren.

Ue'kl Ua'll Uz']wRC Ul
OP2n: —=0
n + R + R +R
0P2n:Ue'k1+Ua'l1+U2'j(l)RC+U1=O

OPZn:Ue'k1+Ua'll+(Ua'l2_Ue'k2)'j(l)RC+U1=O

Vereinfachen
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oP2n:U, ki +Uy-li+Uy -l joRC—U, ky- jwRC+U; =0
OP2n:Uy -1, +Uy -l jwoRC+U, - ky—U, - ky- jwRC+U; =0
oP2n: Uy - L+ Uyl jwRC)+ (U, - ky—U, - ky- jwRC)+U; =0
oP2n:Uy - (ly+1, - jwRC)+ Uy - (ky —ky - jwRC)+ Uy =0

U, explizit darstellen

0P2n:U1=_Ua'(l1+l2'j(1)RC)_ Ue'(kl_kz'j(J)RC)

In OP1n einsetzen

0P1n:i—% i:o
ke Ly, joC
ko Ug-ly U-jwRC
OP1n: eR 0 aR 0 1 ]R -0
Kiirzen
OPIn:U, - kg—U, - lg+U; - jwRC=0
Einsetzen

Ue-ko—Ug-lo+(-Us- 4+l joRC)— Uy -(ky—ky - jwRC))-jwRC=0
Ue-ko—Ug-lo+(-Us- 4+l jwRC)— Uy -(ky—ky - jwRC))-jwRC=0
Up-ko—Ug-lo+(-Ug- joRC-(4+1 jwRC)— Uy jwRC-(ky—ky - jwR(C)) =0
U kog—Ug - lg—Uzg-jwRC -+l joRC)— Uy jwRC-(ky—ky - jwRC)=0
Uy kog—Ug lg—Ug jwRC-l;— Uy jwRC-l, joRC— Uy jwRC-ky+ Uy joRC -k joRC=0
Uy kog—Ug - lg—Ug-l; - joRC—Ugz -1y j2w?R*C*— U, -ky - jwRC+ Uy - ky- j2w?R?*C?* =0
Ug-lo+Ug -l jwoRC+ Uy 1, j2w?R*C?>=U, - kg— U, - ky-jwRC+ U, - ky - j?w? R C?
Ug- g+ - jwoRC+1y-j2w?R?*C?) = U, - (kg — k1 - jw R C + ky - j* w* R* C?)

Up (ko—ki-jwRC+k,- j2w?R*C?)
U, o+l -jwRCH+1,-j2w?R2C?)

Die Koeffizienten k; und l; sind in der Praxis Widerstandsverhaltnisse und daher immer positiv.
Mochte man einen Koeffizienten k; negativ machen, ist ein Umkehrverstirker in die
entsprechende Leitung einzusetzen. Da alle Koeffizienten im Endeffekt Spannungsverhaltnisse
sind, konnen alternativ zur manuellen Einstellung der Koeffizienten auch bipolare
Koeffizientenglieder oder zur elektronischen Einstellung Multiplizierer vorgeschaltet werden.
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Als praktisches Beispiel soll ein elliptisches Tiefpass - Filter 2. Ordnung mit € = 0,1 und § = 1,4
mit einer Grenzkreisfrequenz von 10 krad/s (ca. 1591 Hz) mittels eines Universalfilters realisiert
werden. Wir geben den Wert der Kondensatoren mit 1 nF vor.

Wir haben die Ubertragungsfunktion des entsprechenden normierten Filters bereits berechnet:

Denormalisieren

Ua

R berechnen

Koeffizienten auslesen

0,995 + 0,2985 - j2 - 2?

0,995 + 0,2985 - j2 - w?R?C?

1 + 0,24185-j-02 + 0,343105 - j2 - 0?

U, 1 + 0,24185-j-wRC + 0,343105 - j2 - w2R2(2

wRC=1

k
10;-R 1nF=1

R =100 k0
ko = 0,995

ky =0

k, = 0,2985
lh=1

I, = 0,24185
I, = 0,343105

Daraus ergeben sich die konkreten Widerstandswerte

Abgesehen von der unrealistischen Genauigkeit sind dies alles praktikable Werte.

R =100 k0
R 100Kk _ 100,5025 k2
ko 0995
R 100k
— = entfallt daher
kq
R 100k 235 k0
k, 02985
R 100k
—= =100 k.
l 1
R_ 100k 413,48 k0
l, 024185 7
R__100kR 291,456 ki
I, 0343105
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11.4. Die Boctor - Schaltung

Das Universalfilter ist ein vielseitiges und wertvolles System zu Realisierung verschiedener
Filtertypen, inklusive derer mit nicht - trivialen Nullstellen im Zahler. Fiir den Alltagsgebrauch ist
der Aufwand (4 OPVs pro Stufe 2. Ordnung) aber doch etwas hoch. Eine gute Alternative ist die
Boctor - Schaltung!3?, akademischer ,Elliptisches Grundglied 2. Ordnung mit Briicken - T -
Riickfithrung nach Boctor genannt. Die im angloamerikanischen Raum haufige Bezeichnung
,Boctor Notch” ist ein wenig missverstandlich, da es sich tatsdchlich um ein Tiefpass- oder
Hochpassfilter handelt und nicht um eine Bandsperre. Wir sollten umgekehrt aber nicht
vergessen, dass das elliptische Tiefpassfilter 2. Ordnung tatséchlich eine nicht - triviale Nullstelle
hat! Die Boctor - Schaltung ermdéglicht mit 1 OPV, 2 Kondensatoren und 6 Widerstdnden die
Realisierung eines elliptischen Tiefpass- und Hochpassfilters.

11.4.1. Der Boctor Tiefpass

Ue

C2

=

K1

Bactaor — Tiefpassfilter 2. Ordnung

b;(Ua

Die Schaltung hat drei Knotenpunkte. Auf K1 und K2 wenden wir wie bekannt Kirchhoff 1 an, die
Spannung an K3 ist intuitiv. Die Spannungen an den beiden Eingdngen des OPV nennen wir nach

den Eingéngen.

Wir nehmen an, der OPV sei ideal, daher U, = U,

K1:

Ue - UKl Ua - UKl Un - UKl UKl
K1: + + -—==0
1 R4 Re R,
JjwC,
ko Lo Un Il Tn_
1 Re Ry
JjwCy
K3:(U L ):
® R;+Rs P
Rs
Ue_UKl Ua_UKl (Ue .R3+R5)_ K1 UKl
+ + K
1 R, R R,
JjwC;

130 Nach Stalin A. Boctor, 1975.
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U= (Ve g em;) U= (U m¥m) (Ue'ﬁ)zo

K2:
_1 R Ry
Jw €y
Elementarumformung
. ( R )—U
K1: (Ue_UKl)']'w'C2+(Ua_UK1)+ ® R3+R; Kl_UK1_O
' 1 R, Re R,
g . Bs N (. . Bs _Rs
(Ua — U R3+R5) jrw-C Ui = (Ue R3+R5) (v R3+R5)
K2: + - =0
1 Re R,
Uk1 aus K1 explizit darstellen:
. ( R )—U
K1: (Ue_UKl)']'w'C2+Ua_UK1+ € Rz +Rs Kl_UKl 0
' 1 R, Re R,
Us Uia Ue - Rs Ukr Uk
K1:U, - w-Co—Upesj-w-Cr+-2—22p "¢ > 2 _"2_)
e e K 2 T R T Ry "Re-(Rs +Rs) Ry R,
U, - Rg U, k1 Uk1  Ug1
KLUy j @ Cob et 2= Uy - j - - Cy + 2 4 2 4
e e R Ry +Rs) Ry YT RIT Ry TR,
K1:U ( Rs +j C)+Ua—U <1+1+1+' C)
7 \Re-(Rs+Ry) 1Y) TR, T K1\R, TR, Ry YT
(e Rs ) Uq
Ue (Re'(R3+R5)+J w l2)*R,
K1: 1 1 1 . = Ug1
(R—2+R—4+R—6+]-w-C2)

Uk1 aus K2 explizit darstellen:

(. . RBs _Rs
Ugr — (Ue R3+R5) (v R3+R5) Rs \ .
—_ Ua_Ue.R +R5 ']'(l)'Cl

3

K2: =
Re Ry

Rs+Rs _( Ry ) _- R .(Rs + Rs)
P oy B N oy ) S O/ O B A P S IS G )
' R6 Rl'(R3+R5) 1
Uki Ry -(Rs+Rs)—U.-R Ry~ (U, Rs-Re) +Ue'j'w'Cl'Rl'Rs'Ra_Ua'j'w'C1'R1'(R3+R5)'R6
R1'R6'(R3+R5)

K2: =
Ry -Rg-(R3 +Rs) Ry -Rg-(R3 +Rs)
Kz:UKl'Rl'(R3+R5)_Ue'Rl'RS=(Ue'Rs'R6)+Ue'j'UJ'Cl'Rl‘RS'RG_Ua'j'UJ'Cl'Rl‘(R3+R5)'R6

KZ:UKl'Rl'(R3+R5)=Ue'RS'R6+Ue'R1'R5+Ue'j'w'C1'Rl'RS'R6_Ua'j'w'cl'Rl'(R3+R5)'R6

K2:Ugy Ry - (R3+Rs)=U,-(Rs-Rg+RyRs+j-w-Cy Ry *Rs"Rg) —Ug - (j-w-Cy-Ry-(R3 +Rs) - Reg)
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K2: U U (Rs*Rg+Ry"Rs+j -w-C Ry "Rs*Rg) — Uy - (j-w-Cy Ry - (R3 + Rs) - R)
Bk Ry - (R3 + Rs)

Rs-(Ri+Rs+j-w-Ci Ry Rg) U i R .-C
Ry - (R; + Rs) a'J @ fert

KZ:UK1=U€'<

Zusammenfithren

(B . Uq
Ue (R6-(R3+R5)+] @ Cz)+R4 U ‘(RS'(R1+R6+j'w'C1'R1'R6)
e

i i i A Rl'(R3+R5) ) “ 6 !
(R2+R4+R6+1 w-Cy)

U, ( Ry +j C)+U (1)—U Ry Rt Rotjw G RiRo) (1+1+1+' C) Uy G-w-R C)(1+1+1+' C)
e \Ry (R +Ry) 1 @72 TP g, T P R: - (Rs + Rs) R, "Ry Ry 1@ f2)TVar U@ e bt gt T @l

1 1 1 1 Ry-(R,+Rg+j-w-C-R-R)\(1 1 1 Ry
U»(—) Uy (-w-Rg-C (— — bt ~C.):U» (— - )—U»(i j- »c)
o (&;) + Ua (- Rs-C) IR TR TIOG e Ry - (Rs +Rs) Ve T R A

1 G-@R-C) GwR-C) GwR:C) , R:—.-<R1+Re+i-w-cl-Rl-R6)(1 11 ) ( Rg ) )
Ua-(—+ + + +j° @ Rg-C -G |=U, - B -(R, ¥ F) R_z R—4+R—6+]-w-(52 - m+]-m-fz

R, R, R, R,

Rs'(R1+R6+j'w'C1'R1'R6)> i i i - . _( R5 ;. . )]
E_K R, (Rs +R5) (BrR Rt o C) - g @ G
Ue 1 (-wR-C) (G-wRC) (-w-Rg-Cy) 2 2 . p )
(R4+ R, + R, + Re +j°-w - Rg-Cy-Cy
Rs'(R1+R6+/'w'C1'R1'R6))i 1. 1. . _( Rs j'w'Rs'Cz)]
Ua _ ( R, (R +Ry) (Ftmt Rt e ) - Tt R,

U (RZ-R6 +j-w.R4-R62-Cl+j-w-R2-R62-61+j-w.R2.R4-R6-Cl+j2-w2-R2-R4-R62-Cl-CZ)
Rz Ry Re Rz R4 Re Rz Ry Re Rz Ry Re Ry Ry Re

. R5-(R1+R6+j-w-C1~R1-R6))i 1,1, _( R, j-w-Rs-Cz)]
Ua_(R2 Ry Rs) [( R, - (R; + Rs) (R2+R4+Rs+] w Cz) Re‘(R3+R5)+ Rg

Ue_ (Ry"Rg+j - w-Ry-R*Ci+j-w Ry R Ci+j-w-Ry Ry-Rg-Cy+j% 0w Ry - Ry~ Rg?- Cy - Cp)
o R5~(R1+R6+j~w~Cl-R1~R6))i 1,1 _( Re j~w~R6-Cz)]
U, R R Rﬁ)[( R, (Rs T Ro) (mtmtrtioG) Re R TRy T R
U, Re-(Ry+j @ Ry RgCi+j @ Ry Rg-Cotj-@ Ry Ry Cotj?-w? Ry Ry Rg-CrCy)
Rs (R +Rg+j @ Ci-R -R\(1 . 1 . 1 . R j-w:Rg-Cy
R, R [(5 1T e 1 6)(—+—+—+ -w-C)—( SR
%_(2 +) Ry - (R3 +Rs) R, Ry R/ z Rs - (R3 + Rs) R¢
UL’ (RZ+j'60'R4'R6'C1+j'w'R2'R6'C1+j'CU'R2'R4'Cl+j2'w2'R2'R4'R6'Cl'Cz)
(Rz'R4'R5'(R1+R6+j'w'C1'R1'R6))(i+i+i+-,w,c)_ Ry Ry"Rs _j-w-Ry-Ry-Re -Gy
Ua _ Ry - (R3 +Rs) R, Ry "R '’ ?) R (R3+Rs) R¢
UL’ (RZ+j'UJ'(R4'R6'C1+R2'R6'Cl+R2'R4'Cl)+jz'w2'(Rz'R4'R6'Cl'Cz))
(R1-R4-R5+R4-R5-R6+j-w-C1-R1-R4-R5-R6))i 1,1 _ R,Ry  j-®-Ry-Rg-G
ﬂ:( R, (R;  Rg) R T PR AR e P 3. Rs
Ue 1+j-a>~c1-(R‘*R'ZRﬁ+R4+Re)+j2-m2~R4-126-c1-c2
(Rl-R4~R5+R4-Rs~R6+j-w~C1~R1-R4-R5~R6))i 1,1, \N__ RRs _j-w-RRe-G
_a=( Ry~ (R; +Ry) (Bt m Rt @ C) Rt R Ro
Ue 1+j~a>~61~(R‘*R'ZRﬁ+R4+1le6)+j2-w2-R4~R,,,-Cl-c2
ﬁ:R,-R‘-R5+R‘ és-éstéz‘rRS‘R“R‘ Rg-Re Ry ng;-}ﬁ,u}-rks Ry -Rs-Re Ry R,-R3+R‘-R[i5 (ﬁiilk;;‘-‘lzc:‘kl Ry-Rs-Rs  j-w-Cp-Ry Ry Rs+] '"'Czizf‘(éi'fi;’z @Ry Ry Rs-Re-Ci-Cy Rs‘R(;?zR*SRs) i W'R;(G'RB ¢
U, 140G (’ii%m,mﬁ)ﬂ‘ W Ry ReG -Gy
u Ry-Ry-Rg +Ry R'TVRRZ JEIQ:IR;[)‘ Ry-RyRg-Rg  Ry-Rs+Rs R’i JERJ:RS Ry -Rg - R, - ’PRJ&RS - R(;f;gli;ﬁ) RH} “;q[‘(nf;g:) ,;Gn 0GR R Rt w CR:{’(IQ+§(;)+}‘ WP R Ry Rs Re G-, . R('ﬁﬁﬁ;)’ ® R';SR c

14j w6 RR5+R,+R5)+,Z @Ry Rg Gy Cy
2
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Ry‘Ry-Rs+Ry-Rs R+ @-Co-Ry-Ry-Rs-Rg  Ry-Rg+Rs-Re+j-@-Ci Ry Rs-R RyRs Ry G Ry Ry Ry Rg | @GRy Ry Rs+j @ Cy Ry Ry Ro+ [ 0 Ry Ry Rs Ry~ GG [ w Ry Ry
a _ Ry Ry ~(Ry + Rs) Ry - (R; + Ry) Ry (Ry+ Rs) “Rg m (R; +Rs) - Re Ry - (Ry + Rs) R

14 m-c,-(R‘RR5+R,+R5)+J W Ry Re-Cy-Cy
2

Ue

Ry <Ry Ry RyRsR _ jo0-G R Ry Ry R RyRe | RRe  [-w-C-RRRg Ry-Re-Rg | w-C-Ri-Ry-Re-Ry [-0-CRiRy-Ry [-0-CRy-Ro-Ro [-w' Ry-Ry-Re-Re-Ci-Cy_j-w Ry Ry-G
U _RiRy (R +R) "Ry Ry (Rt Re) * Ry Ry Ryt R) ‘R (Ra+Rg) "R (R +R) * Ry (Ra+R) 'Ry -(Rs+Ro) e~ R -(Ry +Rs) - Rg R~ (Ry + Rs) Ry~ (Ry + Rs) Ry (Ry +Rs) Re
Ue 14j-w c,-(R‘RR5+R,+R5)+,Z @Ry Rg Gy Cy
2
R Ry Rg Ry Rs R ©-C Ry Ry, Ry RyRy __ jw- R Re:C_RyRy _ j w R Ry-C jwRyRC jwC Ry RyRy 0 RyRsRg GG j w Ry Ry
Uo _RRy (R +R) VR Ry (Ra+R) T Ry (Ry+Rg) Ry +Re) * Ry (R +R5) Ry +Rs) R -(Ra+R) T (Ra+Ry)  +  (Re+Ry) R -(Ra+R) Ry +Rs) Ry
u.

140 c,-(R‘RR5+R,+R5)+,Z @Ry Rg Gy Cy
2

(C-R-RS- o R C ReoRe G R Ry e ByoRs cz) @R Ry R € C,
Us _Ri- Rz (F:+Rs) R - Rz (Rz‘rRs) Ry - Fz (F:+Fs) Ry - Rz (F:+Rs) R, - Rz (R;+R5) Ry~ (R +Ry) " (R +R)) " (Ri+R) ~ (Ri+Rs) ™ Ry -(R; +Rs) (R; +Rs)

Ue 14j-0-C- (RR S+ Ry R) 47w Ry Ry GGy

Ri“Ry Ry +Ry-Ry R +Ry Ry Ry+ Ry Ry-Rg+ Ry Ry Ry . (cl Ry RyRg Ri-Rg-Ci Ry Rg-C Ry Ri-Cy Cp Ry Ry Ry R,Ré-c) 2 @ Ry Rs R C Cy
Ua _ Ry R, - (R3 +Rs) / R, - (R3+R5) (R3+R5) (R3+R5) (R3+R5) Ry - (R; +Rs) Rs (R; +Rs)

A
Ue 14j 0 G- (—“RJ+R4+R)+]' w2 Ry Rg-Cy-Cy

Ry (Ry Ry + Ry -Ro+ Ry Ry + Ry Re+ Ry Ry) | (c Ry-Rg-Rg Ri-Rg-Ci RyRs-Ci Ry Ri-Cy Gy Ry-Rs Ry R4-R6-C) @ Ry Rs R C-Cy

Ya _ Ry R, - (Rs +Rs) Ry - (R3+R5) (Rs +Rs) (R3+R5) (R3+R5) R1'(R3+R5)7 Re (Rs +Rs)
Ue 14j 0 G (—“RJ+R4+R)+] w2 Ry Rg-Cy-Cy
Ry (Ry-Ry+Ry Ry +R Ry + Ry Re+ Ry -Ry) | (cl Ry-Rs-Rg Rs-Re-Ci Ry Rs-C RyRs C, Ry -Rs-Ry Ry -Rs-Ry (R +R)-C>+j2-w2-R,,-R5~R6-C,-Cz
Ua _ Ry R, - (Rs + Rs) Ry - (R3+R5) (R3+R5) (R3+R5) (R3+R5) Rl'(R3+R5) Rs - Re - (Rs +Rs) (Rs +Rs)
Ue 14j 0 G (—“RJ+R4+R)+] “w? Ry RgCy-Cy
Ryt Rt By Rty Rt Ry Ry (G BeBo Bary R Ruio GoRaoBe BB Rt R)-G e gy,
Ua ___Rs LR, R, T T T R, " Re
U, (Rs+Rs)

1+j-¢u-(51-(R“R'ZRG+R4+R6)+jz-¢uz-R4-Ré-Cl-(52

Nun schauen wir, dass die Koeffizienten der quadratischen Glieder 1 werden

RiRyt Ry Ryt R Ry +R, Ryt Ry-Ry .. ( CoRyRy . + 4 CoRy R Ry Rg-(Ry+Rg) - Cz)+ 2.,
Uo__ Ry Ri R, Ry R G Gy J O R Ry Re €, C; Ry R6 c, G, Ri- R6 c, G, Ri- R6 cl G "R R, Re C, C; Ry Rs RgRe G Gy) 1 ¢
U, (Rs+Rs) K (&R_Rﬁ”d”ﬁ)
1 e 2. .2
R4-R6-Cl-62+j @G Ry Re-Cy Gy e

Ein wenig verschonern

Ry -Ry+ Ry Rg+R Ry+Ry R +Ry-Ry . ( 1 1 1 1 1 _(R3+R5)) 2
Us_ Ry R, R, R, R C; Gy tlo g G R TR CZ+R6 C1+R1-C1 Re Rg-C) T/ @
U, (R3 +Rs) 1 . (Ry-Rg+R, R +R,- Rs) B
¢ RR G GH e R, Ry, R G, @

Das kann man auch einmal so stehen lassen, in der Literatur finden sich vielfach Umformungen?31.

Damit diese Schaltung ein inverses Tschebyscheff oder Cauer Filter darstellt, muss das lineare
Glied im Zahler verschwinden

1 1 1 1 1 (Rs + Rs)
+ + + + - =
RZ.CZ R4'C2 RG.CZ R6.Cl Rl.Cl RS'RG.Cl

1+1+1+1+1_ Rs N R
Ry C; Ry -C; Rg-C; Rg-Cy R1'C1_R5'R6'C1 Rs-Rg - Cy

1+1+1+1+1_R3+R5
Ri-Cy Ry C, R4-C; R -Cy Re'Cz_Rs'Re'C1 Rs-Rg - (4

Dafiir gibt es natiirlich jede Menge an Losungen. Analog Devices!32 legt den Ansatz zugrunde, dass

R, C,
R3=R5-<R1+2 Cz>

131 Diese miissen allerdings nicht unbedingt richtig sein. So ist die von Kruger ,Analyse Elliptisches
Grundglied nach Boctor zweiter Ordnung 17-12-2002.pdf" angegebene Formel fehlerhaft, wie sich auch
bei der Simulation schnell zeigt.

132 Analog Filters. Filter Realizations S. 8.103 Figure 8.78.
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sei. Daher

R Gy
1 1 1 1 1 RS'(R_1+2'C_2) Rs
+ + + + = +
Ri-Ci Ry;-C; R4-C; Rg-Cy Rg-Cy Rs-Re - Cy Rs-Rg - Cy
Re Gy
1 1 1 1 1 RT?7G Rs

+ + + + = +
Ri-Ci Ry-C; Ry-Cp Re-Cy Rg-C;  Re-Ci  Rs'Re-(y

Rl'Cl RZ'CZ R4-'C2 R6'C1 R6'C2_R1'R6'C1 R6'C1'C2 R5'R6'C1

1+1+1+1+1_1+2+1
RiCi Ry"C; Ry'Cp Re'Ci Rg'Ca Ri'Ci Re'Cp Re G

Damit fallen ein paar Terme weg

1 4 1 4 12
RZ'CZ R4'C2 RG.CZ_RG.CZ

1+1+1_2
R, R, Rs Rs

1 1 1

R, R, Rg
Elektrotechnisch formuliert

Rg =R, || Ry

Nun lassen sich einige weitere Terme in dieser Form darstellen!33

1 1_R2'R4

+ - =
R, R, R,+R,

Ry R, Ry-Rg R ‘R, Ry R R, R, ) 1 1 1 1 1 Ry +R)Y, 2 2
Uo__ R '(R,-R‘-R,-R(,-C1-C‘+R,-R,-R,-R6-C,-C,+R]-R‘-R,-R(,-C,'C1+R1'R;'R4'RQ'C1'C;+R1'R1'R4'Re'Cl'51)+]‘w'(m+ﬁ+m+m+miés'a'a)+]‘m
Ve (Rt R R,-Rsl-c,-c,”""‘(R‘-‘;:.-gz-c, R‘-giigf,-c,JrR‘-gizgz-c‘)”z‘“’z
1 1 1 1 1 1 o 1 1 1 1 (R3+R5)) P
Ua_ R _(Cl-Cz)(Rz-R6+R4-R6+R1-R2+R1-R4+R1-R6)+J @ (R2-C2+R4-C2+R6-CZ+R6-Cl+R1-C1_R5-R6-C1 tie
U (Rs+Rs) I SO IV S S 6 YR
¢ TR RiR G GTle CZ(RZ+R4+R6)+] @
1 1 1 1 1 1 (1 1 1 1 1 Ra+RD), 2
v, R (61-62)((R2-R6+R4-R6)+(R1-R2+R1-R4)+R1-R6>+/ @ <(R2-C2+R4-C2)+R6-CZ+R6-C1+R1-C1 ReRg G )1 @
Ue (Rs+Rs) [ SO U7 W U R
¢ RR GGt CZ(R2+R4+R6)+J @
1 101 1y, 1,1 1 1 ) 1,01 1,1 1 1 (Rs+Rs) ., 2
U, R (Cl~Cz)<R6(RZ+R4)+R1(R2+R4+R6))+] @ (CZ(RZ+R4+R5)+R5~Cl+R1~Cl R5~R6~Cl)+1 @
U, (R3+Rs) [ SN U S S G Y
Ri Re GG 11 CZ(R2+R4+R5)+] @

Da setzen wir nun unser Designergebnis ein

133 An dieser Stelle ist im Analog Devices Text auf S. 8.103 ein Druckfehler: Statt des sinnbefreiten
Ausdrucks R2 = (R4 R6)/(R4 = R6) muss es natiirlich richtig heifden R2 = (R4 R6)/(R4 - R6).
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<

1 y(Leiy,1te 1 1 o (Ll L 1 1 (R3+R)\, 2. 2
: Rs (C1-CZ)<R6(R6)+R1(R6+R6)>+J w (CZ(R6+R6)+R6-C1+R1-C1 Rs-Ré-cl)“ w
U, (R; +Rs) 1 e (L A 2,
¢ R4'R6'C1'C2+J w Cz(R6+R6)+J w

1 1 2 L2 1 1 (R3+Ry) P
Ua_ Rs (Cl'CZ)<R—62+R1'R6)+] @ (R6'CZ+R6'CI+R1'CI RS'R6'Cl)+] @
U. (Rs+Rs) I S S

¢ R4‘R6‘Cl‘CZ+] w RG‘CZ+] w

Und den Ansatz fiir R3

(RBe . G0
(L )(1 L2 )+._ (2 , 1 1 _(RS (Re+2-g)+Rs) it o
€1 CG/\RZTR Rs) "/ “\Re G, Re Ci "Ry Gy Rs R, - C; Jrw

Ua_ RS
U__(R3+R5)' ; i L i2. 2
‘ RiRe GG ) Rt
Re G
Teyz.141
1 1.2y, . 2 1 1 RT?T, b
(Cl.CZ‘R6)(R6+R1)+] w R6'C2+R6'C1+R1'C1 R6'C1 +] w
Ua RS
Ue_(R3+R5) —1 W - 2 i2 . 2
R4‘R6‘Cl‘CZ+] w RG‘CZ+] w
1 1 2 2 1 1 % 2'% 1
- _ il i . _ 1 _ 2 2, 2
” . (Cl~CZ~R6)(R6+R1)+} CNRe G TR GTR G R G Re G RgGp |t/
a _ 5 .
U, (Rs+Rs) .t 2 2 2
¢ R, R G Gl @R ¢ t/I@
1 1.2y, . 2 1 1 1 2 1 b
Us _ R .(C1~CZ~R6)(R_6+R_1)+}'w’(R6-CZ+R6-Cl+R1-Cl_R1~C1_R6~CZ_R6-Cl)+}'w
U, (R3+Rs)

2

1 . 2 >
Ri R G Gt @R -gtle

U_Z(R3+R5) 1 i 2 a2
¢ R4'R6'C1'C2+J w R6'C2+] w

Und tatsachlich ist das lineare Glied im Zahler verschwunden

1 1 2\ 5
U (Rs3+Ry) __ 1 . 2 2 2
¢ R4'R6'C1'C2+J w R6'C2+] w

Aber bitte bei dieser Form zu beachten, dass hier bereits zwei Designvorgaben eingeflossen sind. Das ist
nicht die allgemeine Ubertragungsfunktion!
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Sicherheitshalber eine numerische Uberpriifung mit (bis auf die einzuhaltenden) willkiirlichen Werten

R1=1kQ

R2=2kQ

R3 =17 kQ (Berechnung siehe im Text)
R4 =5kQ

R5=7kQ

R6 =R2 ||R4 =1429 Q

Cl=1yF

C2=2yF

w=19rad/s = 3,024 Hz

Ue =23V

LTSpice liefert Uout = 89,39 V-10,81°

1 1 2 .2 2
g - 23-70000 (10—6 2-105. 1429) (1429 + 1000) +i°-19
=
(17000 + 7000) 1 . > e
5000-1429 - 1062106 T 19" Ta29. 2105 T 19
1929000000000
Ug = oL 208201~ °°! = 87,788 — 16,766 i = 89,375 — 10,81°

@ = 72 "100000000 : , . ,

1429+ i-19000000/1429 — 361

Besser wird’s nicht!
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11.4.2. Das Boctor Hochpassfilter

Bei dieser Schaltung sind lediglich zwei Stromknoten zu
E betrachten:
R4 ’5
€2 - Ue_Un Ua_Un Un
i Kn : + =—
“>1——“_UE'L . Ll e R, +—L _ Rs Ry
i 3], 2 ](UCZ
I
P kp: Vel Ve Up Va=Uy Uy
Re 1 Ry Ry R
Jrw- €
Boctar - Hochpassfilter 2. Ordnung
Ue_Un Ua_Un Un
Kn: - + =—
n 1+](4)R2C2 R5 R4_
Jrw- G
Uo—-Uy) jw-C U - U u,-U, U
Kp:(e p)] 1+e p+a p__p
1 Ry R3 R¢
n.(Ue_Un)'j'(‘)'CZ %_%_%
T 1+jrw R, -G Rs Rs R,
kp:WemUn)irw G Ve Uy Ua _Up_Uy
1 Ri Ry R; R; R
Kn.Ue'j'w'CZ_Un'j'w'CZ & Up Uy

1+j-w R, C, R. Rs R,

v U, U, U, U,
Kp:U, jrw-C,—-U, j-wC;+ ——+ ———=—
p:Ug ] w-lg p')] Wl R, R, Rs; Rs; Rg

ins Ve d 0 G Us_Un Un  Unj 0 G
" 1+j @R, C, Re Ry Rs 1+j w Ry G
Ue U U, U

Kp:Upjow G+ oeg oo B Doy
b:Ue-J 1 R, R; R, Rs Rg p] 1

Kn:U

: 2= —+—+
€ 1+j'(l)'R2'C2 R5

j'(l)'CZ Ua U (1 1 j'(l)'CZ )
n R4 R5 1+j'w'R2'C2

Kp:U ( C+1)+Ua—U <1+1+1+' C)
P'e]‘U1R1 R3_pR1R3R6]w1
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Uy
Rs

jrw- G

Ve T 0 R, G,

+

S W YRS S
R4_ R5 1+j'(1)'R2'CZ
U, - j-w-cl+Ri)+%

Kp ! 2 =0y,

T 1, 1.
R—1+R—3+R—6+1-w-C1)

Wiederum nehmen wir an, dass der OPV ideal sei

U, =U,
Daher
e G Ua i w- 1y, Ug
Ue 1+j'(1)'R2'C2+R5 _Ue (] w Cl+R1)+R3
1 1, _jwG \ (L, I T .-
(R_4+R_5+1+j'ﬂ"R2'C2) (R1+R3+R6+] @ Cl)
e G Ua i w- 1y, Ug
Ue 1+j'(1)'R2'C2+R5 _Ue (] w Cl+R1)+R3
1 1, _jwG \ (L, I T .-
(R_4+R_5+1+j'ﬂ"R2'C2) (R1+R3+R6+] @ Cl)
U. . Ry Rs(j-w - Cy) UgRy (1) w-Ry - Cy) U. . 3 TRy +ﬂ
€ R4R5(1+j'(l)'R2'C2) R4R5(1+j'(1)'R2'C2) _ e R3 R3
Rs(14+j-w-R,-C) R,(14+j-w-R,-C,) RyR; (j-w-C)) 1,11
N AL e T ey R v A ey Ty oy v v ey Ry o B Vol o R RURY

Zur Vereinfachung der Schreibweise fithren wir eine zusammenfassende Variable ein

1_1+1+1
A R, R; R
Einsetzen
U, R jrw-C 1 U,
U RyRs jrw-C)+ U, Ry (14 w-Ry - (3) e 3‘(] @ 1+R_1>+ a
o p . o p . - = 1
Rs(I+j - w R+ C)+Ry,(1+j - w-Ry-C) +RyRs (- w+Cy) R3'(Z"‘]'w'c1)

. U, Ry
U,-Ry *Rs -jrw Co+ Uy “Ry+U, -Ry-j-w-Ry-C, _Ue-R3-]-a)-C1+ eRl +U,

Rs+j @ Ry, Rg-Co+ Ry+j-w Ry Ry Cy+ j-w Ry Rs-Cyp

R .
Atjw Ry C

Up-A-Ri‘Ry-j-w G U-A-Ry AR U

Us Ry Rs j @ Co+ Uy Ry+ Uy Ry jrw+ Ry~ Gy a AR, AR, AR,
Rs+j @ Ry Rs-Co+ Ry +j-w R, Ry -C,+ j-w Ry “Rs-Cp Ri‘Ry  jrw- AR Ry G
AR, AR,
U Ry*Rs j @+ Cy+ Uy Ry+Ug Ry j-w Ry Cy U, A“Ry*Ry-j-w-C+U ARy +A-Ry - U,
Rs+j @Ry Rs-Co+ Ry+j-w R, Ry-Co+ j-w Ry Rs-Cp Ri*Ry+j w-A-R Ry C;

Damit sind alle Doppelbriiche und gemischt komplexe Terme weg. Als nichstes fassen wir
Eingangs- und Ausgangsspannungen zusammen:
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Ue-(rw Ry"Rs () +Us - (Ry+j w Ry Ry - Cy)

_Ue-(A~R3+j-a)-A-R1~R3-C1)+Ua~(A-R1)

Rs+j @ Ry Ry Co+ Ry+j @ Ry -Ry-Co+ j @ Ry Rs-Cp

U, -(j-@-Ry-Rs C))

Up- (Ry+j-@ Ry Ry - Cy)

Ry Rs+j w-A R, -Rs-Cy

U -(ARy+j-w-A-R -R3-C;) U, (A-Ry)

Rs+j @ Ry Rs-Co,+ Ry+j w Ry Ry-Co+ j-w Ry R+ Cz

Ue -G w-Ry-Rs Cy)

Rs+j @ Ry Ry -Co+ Ry+j @ R, Ry Cot j @ Ry Ry Cp

U (ARy+j-w-A-R "Ry (1)

Ry Ry+j @ A-R Ry-C, R -Rytj-w AR Ry C

Us - (A-Ry) Ua-(Ra+j @ Ry Ry - C3)

Rs+J @ Ry Rg Cot Rytj @ Ry Ry Cot j @ Ry Ry C, Ry Rytj-w AR Ry Cy

jrw Ry Rs-Cy A-R3+J-w-A-R,-R3-E,)7

Ri-Rstj @ AR Ry-C, Rg+j @ Ry Rs Cot Rytj @ Ry Ry Cot j-w Ry Ry G,

/ AR Ri+j @Ry Ry, )

U“.(R5+j>w>RZ‘R5-EZ+ Ri+j @ R, R, G+ ) @R, RC, R -R+jw AR R C

“\R, R, +j @ AR R C

Ry+j @ R, Ry G+ Ry+j @ R, R, G+ j w R, R,

(Rs+j-w Ry, Rs-Co+ Ry+j-w-R,-R, -

(A+j-w-A-R1-C1>
C,+j @ R, R C) (Ri+j w AR, Cp

A

( (- w-Ry-Rs-Cy)
" (a

(Rs+j-w-A-Ry-C)

( w- Ry Rs-Cp)

(R5+]0JR2R5

(Rytj w Ry-Ry-C) )
C2+ R4+j'(l)'R2'R4_'C2+j'(l)'R4_'R5'C2)

A'(1+j'w'R1‘Cl)

( +j'(l)'R2'R5'C2+R4+j'(l)'R2'R4'

C2+j'w'R4'R5'C2)_Rl'(1+j'(l)'A'C1)

v_(
( A

(Rs+j @ R, Rs -

R4‘(1+j'(1)'R2‘Cz) )
Cz+ R4_+j'(U'R2'R4_'Cz+j'w'R4'R5‘Cz)

Ry -1+ - w-A-C)

( (-w-Ry-Rs-C))-(1+j-w-A-C) _A~(1+j-w-R1-Cl))
(Rs+j w- R2 Rs-Co+ Ry+j w'Ry, Ry Co+ jrw R,-Rg-C)-(1+j-w-A-C;) R -(1+j-w-4-C)

_ R,-(1+j-w-R,-C) - (1+j-w-4-C) )
(Rs+) @ R, Rs Co+ Ry+j @ R, Ry-Co+ j @ Ry Rs-Cp)-(1+) @ A-Cy)

Ry - (1+] w-A-Cy)

Jrw-Ry-Rs-C))-(1+j-w-4-C) _
(R5+j'(1)'R2'R5‘Cz+ R4+j'(1)'R2‘R4‘Cz+j'(U'R4‘R5'Cz)

A'(1+j'w'R1'C1))
Ry

v,

U, (A__ R,-(1+j-w-Ry-C)-(1+j-w-A-Cy) )
R3 (R5+j'(l)'R2'R5'C2+R4_+j'(L)'R2'R4'C2+j'w'R4'R5'C2)

(- w:RyRs-C) - (1+j-w-4-C) A-(1+j-wR-C) (Rs+j - wRy-Rs-Co+ Ry+j-w-Ry-Ry-Co+ j-w R, -Rs - C))

&_((R5+j'w'R2'R5-C2+ R,*j W R, R, C,+ j-w-R, Rs Cp) R,-(Rs+j w R, "Rs-Co+ R,+j w R,-R,-C,+ j-w R, -Rs - C;) )

_ R,-(1+j w'R,-C) (1+j-w-A-C) )
Rs+) @ R, Rs CoF RytJ-w R, Ry G+ j @ Ry Rs Cp)

U, - (A»(R5+j-w-R2»R5~Cz+ Ro+j @R, R,-Cot j w Ry Ry Cp)
Ry (Rs+j @ R, Ry G+ Ry+j @ Ry Ry G+ j @ Ry Ry Cp)

((] w-R,-Rs* Cz) A+j-w-A-C) A (A+j-w-R-C) (Rs+j w-RyRs-Co+ Ry+j W Ry-Ry-Co+ j-w-Ry Rs- Cz))
Ry

<

a
U, ~ (A~(R5+] W' Ry Rs-Cy+ Ry+j W Ry*Ry-Cot j-w-Ry-Rs-C)) Ry (1+j-w-Ry- Cz) (1+j-w-A-Cy)
Ry
(Rl»R3»(j-m»R4~R5-CZ)~(1+j-m-A~Cl)_A~R3»(1+j-m-R1~Cl)~(R5+j-m-R2»R5~C2+R4+j-m-R2~R4»CZ+j-m-R4~R5»CZ))
Za _ Ry -Rs Ry -Rs
U, - (A»Rl»(R5+j-w-R2»R5-C2+R4+j-w-R2»R4-C2+j-w-R4»R5»C2)_R1»R3»R4-(1+j-w-Rz-Cz)»(1+j-w-A»Cl))
Ry Ry 1" 3
Us (Ri‘Ry (G w Ry R C) 14/ @ AC)—ARy- (1 +j @R -C) (Re+j @ R Ry Co+ Ry+j @Ry "Ry Co+ j-w Ry Rs ()
U, - (AR, -(Rs+j @ Ry Ry -Co+ Ry+j @ Ry Ry Co+ j-w Ry Rg-C) =Ry Ry Ry-(1+j-w-Ry-C)-(1+j-w-A-C))
U, (G- Ry -Ry-Ry Ry C) (14w A-C)—(A-Ry+j @ A-Ry-Ry-C)-(Rg+j @ Ry Rs-Co+ Ry+j @ Ry-Ry-Co¥ j-wRyRs-Cy))

Ue (AR Ry+j w-A-R Ry Ry Cot ARy -Ry+j-w-A-Ry Ry Ry Co+j w-A-Ry Ry Ry C)— Ry Ry Ry+j-w Ry Ry Ry Ry Cp)-(Ltj-w-A-Cp)

Uy (0 (R Ry Ry R )2 ARy Ry Ry R Gy ) = A+ Ry Rt ARy Ry Ry G -0+ ARy Ry Ry Gy ARy Ry Ry R GGt ARy Ry ARy Ry Ry~ o0 A Ry Ry Ry Gyt ARy Ry Ry Ry Gy Gy o0 A+ Ry Ry Ry Gy A Ry Ry Ry Re - G,)
A ((A~RyRs+j-@-A-R-Ry-Rg-Co+ A-Ry-Ry+j @ ARy Ry Ry-Co¥ J-@ ARy Ry Rg-C2) = (RyRa-Ry+j @ Ry Ry Ry Ry-Co+-w ARy Ry Ry Co+J? @ ARy Ry~ Ry- Ry~ CyCy))
Uy o (Ry-Ry Ry By ) 472 08 (A-Ry Ry~ Ry Ry CyoC;) = A-Ry-Ry—j @ A-Ry Ry Ry Cy—j o ARy Ry Ry Cy— P w? ARy Ry Ry Ry~ Cy-Cy— ARy Ry w ARy Ry Ry —j ARy Ry-Ry-Cy— 2 ? ARy Ry Ry -Ry-CyCy— jowo ARy Ry Ry~ Cy— j ARy Ry Ry Ry -Gy,
0= AR, Rt j oo ARy Ry By Gt AR Ry 4] a ARy Ry Ry Gt o ARy Ry Ry G By Ry Ry Ry Ry By By o= ARy Ry Ry -Gy a4 Ry Ry By Ry Gy G
Uy —A-Ry Ry—ARy-Rs+j @ (R -Ry Ry Rs-C— AR Ry Ry Cy—A~Ry Ry Ry Co— ARy Ry Ry C— ARy Ry Ry Cy— ARy Ry Ry )+ '  (A-Ry Ry Ry RsCy-C— ARy Ry Ry Ry (i Cy— ARy Ry Ry Ry G- C—A-Ry Ry Ry Ry G C)
[ AR R+ ARy Rs—Ry Ry Ry+j @ (A-Ry Ry Rg-Co+A-Ry Ry Ry Co+ ARy Ry R Co— Ry Ry Ry Ry Co— ARy Ry Ry C) = J-w? - (A-Ry Ry Ry Ry - Cy - C)

Ri "Ry Ry Rs-C)—j* @’ ARy "Ry Ry Ci-Cyp (Ry +Rs)

Us —ARy (RytRg)—j @ (A Ry Ry Ry~ Ci+A Ry Ry Rs-Ci+A Ry Ry Ry C+ ARy Ry Rg G+ A Ry Ry Ry Cp—
U, - ARy (Ry+Rg)—Ry Ry Ry—j @ (AR, Ry Ry Co— ARy Ry Ry Co— ARy Ry Rs-Co,— ARy Ry Rs-Co + Ry Ry Ry Ry Cp)— 2 @? ARy Ry Ry Ry €y Cy
U, ARy (RyHR)+j w-Ry- (AR -(Re+Rs)-C+ ARy (RyHRy)-C, + Ry Rg-Cy- (A—R)) + 2 @?-A-Ry Ry Ry - C;* Gy (Ry + Rg)
T W' A-R,-R, Ry Ry - C,

U_e=—A-R1-(R4+R5)+R1-R3-R4+j-w-(+A-R1-R3-RA-CI—A-RI-RZ-(R4+R5)-C2—A-R1-R4-R5-(52+R1-R2-R3-R4-Cz)+j

Uo ARy (Ry+R)+j w-Ry-(A-Ry - (Ry+R)-Ci+A-Ry- (Ry+ Rg) - C,+ Ry Ry C, (A—R)D) + j> @ ARy Ry Ry - €, Cy* (Ry + Rs)
U, —AR,-(Ry+Rs)+ R, Ry Ry+j @ (+A-R, Ry Ry -C,—A-R, Ry (Rt Rg) - C,— AR, Ry Rs-Co + Ry, R, Ry Ry-C) +j° @ AR, Ry Ry Ry Cy-C,

Um ein inverses Tschebyscheff oder elliptisches Filter zu erhalten, muss das lineare Glied im
Zahler verschwinden
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A'Rl'(R4+R5)'C1+A'R2'(R4+R5)'C2+R4'R5'C2'(A_R1)=O

R4'R5 R4'R5
ARGt ARy Gt A G s ~Ru G gy = 0

4 4

R4'R5 R4'R5

Cy
AR 244 Ry+A-—2 "5 —p .+ 5
L, 2 (R4t Rs) b (Ry+ Rs)

Cl R4'R5 R4'R5
A-(R -—+R +—) = ¢ —
tg, 2" (R4t Rs) Y (Ry+ Rs)
C R,-R R R,-R
Rl._1+R2+4—5=_1.4—5
C; (Ryt+Rs) A (R4t Rs)
Rl R4'R5 R4'R5 Cl
R,

T A (Ry+Rs) (RytRs) G

Somit ergibt sich die Designvorschrift

R R, R C
R, = (—1—1)-4—5—R1-—1
A (R4+ Rs) C,
Probe

R R4'R5 Cl
A'Rl'(R4_+R5)'C1+A' (__1

1
S R -] -(Ry+Rs) - Ca+Ry-Rs-Cy-(A—Ry) =0
P R 162>(4+ D)o+ Ry Ry G- (A= Ry)

A'Rl_ ) R4_'R5

G
e————A-Ry-— |- (R4+R5) C,+Ry-Rs-C,-(A—Ry) =0
(R.+ R2) 1 C2> (R4t Rs) - Co+ Ry - Rs - G5 - ( 1)

G

R, - Rs
A'Rl‘(R4+R5)'Cl+ (Rl_A)'—_A‘Rl'C_
2

(Rs+ Rs) )'(R4+Rs)-Cz+R4'R5-Cz-(A—R1)=o

Ry Rs Ry Rs
(R4+ Rs) (R4+ Rs)

C
A'Rl‘(R4+R5)'C1+<R1' _A'R1'C_1>'(R4+R5)'C2+R4'R5'C2'(A_Rl)=0
2

Ry ' Rs - (R4t Rs) Ry Rs - (Ry+ Rs)
A “Co—A-Ry-Cr-(Ry+Rs) |+ (Ry-Rs-C-A—Ry-Rs-Cyp-R) =0
(R4+R5) 2 (R4+R5) 2 1 1 ( 4 5) ( 4 5 2 4 5 2 1)

(A-Rl-Cl-R4+A-R1-C1-R5)+(R1-
ARy -Ci Ryt ARy -Ci-Rs+ Ry-RyRs-Co—A-Ry-Rs-Cop—(A-Ry-Cr Ryt ARy Cr-R)+Ry-Rs-Cp A—Ry-Rs-Cp- Ry =0
ARy*Ry-C;+A-Ry*Rs-C;+ Ri'RyRs-C,—ARy*Rs-C,—A Ry Ry C;— ARy *Rs-C;+ARy*Rs-C,— Ry "Ry "Rs - C, =0
A“Ry*Ry-Ci—A-RyRy-Ci+A-Ry-Ry-Cr— A-Ry-Rs-Ci+ Ry-Ry-Rs-Co=Ry-RyRs-Co+A Ry Rs-Co—A-Ry Ry -G =0

Stimmt.

Weiter geht’s. Erst einmal fallt das lineare Glied im Zahler weg.

U A-Ry-(Ry+Rg)+j2 - w*-A-Ry-Ry-Ry-Cy - Cy- (Ry +Ry)
U, —A-R -(R,+Rs)+R, R, Ry+j @ (+4A R, Ry -R,-C,—A-R, R, (Rt Rs) C;—A-R,-R, Rs-C,+Ry, R, Ry Ry -Cp)+j° @ AR, -R, Ry Ry C,-C;
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Dann die quadratischen Glieder normieren

E,A,(RﬁRs) Rs+j% @ Ry Ry Ry Cy o Gy
U, - T R R R, .. R R, Ri R = 2
e —A Ry Ry + R+ AT (AR Ry Ry G ARy Ry Ry Re) - Co— ARy Ry Ry Gyt 40 Fe il e o)y 2o 4R Ry Ry Ry Gy G

Uy _ Ryt Ry Ry+j%-w?-Ry-Ry-Ry-Cy-C,
U, 1

_RIA(R4+R5)+W+I‘.(D.(R1.R3AR4.CI_R1.RZA(R4+R5).CZ_R1AR4.RSACZ_;_W.CZ)_F/Z.(DZ.&.RZAR3.R4.CI.CZ

Ry+j% w? R ‘R,-Ry-C - Cy
Ua_(R4+ Rs) Ri“Ry Ry - (i Gy

Ue U B R R g Ryt R) 4w (R Ry Ry Co— Ry Ry (R4 R -Gy — Ry Ry Ry~ G+ 1 B Fa Ra oy o2 gy oy my Ry G
R R, R, G G
R, 0N R R Ry GG
Us _ (Ry+ Rg) R, R, R; C G, R, R, R, C G,
- . . j R, R, R, R
Ue 1 +W—Rl»(R4+R5) o (RyRy Ry C— Ry Ry Ryt RY) -Gy — Ry Ry Ry G+ - ieia M g)) oo pip i g, -,
R R Ry GG + R R, Ry GG + R R, Ry GG
1 22
&_(R4+R5) Ri-Ry-Ci- G 1
U, 1 Rs:R ; R, R; R
€ %_(Rﬁ'Rs) J'w'(Rz'Rz;'Cl_Rz'(R4+R5)'C2_R4'Rs'Q‘*‘%'Cz) 2.2 R
Ry R3-Cy-Cy + Ry R3-C1- Gy e +
1 22
&_(R4+Rs) RR,C -G/
U, R R, Ry Ry
€ * Ry-Ry—A-(Ryt+Rs) . RiRy-C Ry (RatRs) G Ri-Rs-Cy A G T2 w?
AR, Rz R,-C-C, J R, R; R, C,C, R, Rs Rg-C-C, R, Rs Ry-C,-Cy Ry Ry-RyCrCy) ™t/
1
22
—+ LN
Us (R4t Rs) R, Ry C Gy )
Ue R4_ R3 * R4 - A * (R4_+ Rs) 1 (R4+ Rs) RS 1

ieg e _ _ 2, 2
A'Rz'R3'R4'C1'C2+] @ (Rz'Cz R3'R4'C1 Rz'R3'C1+A'C1)+] @

So kann man die Formel wohl stehen lassen.134

134 Ein Vergleich zeigt, dass der Nennerausdruck bei Analog Devices S. 8.104 falsch ist.
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Zum Abschluss eine numerische Uberpriifung im Vergleich zum Ergebnis der Simulation mit

LTSpice
R1=1000

R2 =796.343
R3 =3000

R4 =5000
R5=7000

R6 =9000

A =692.3
C1=10"(-6)
C2=2-10"(-6)
Ue =23V

W = 628.3185

Ua=12.3519 £ 89.4739°
Un = Up = 18.7847 £ 15.3602°

1 2, 2
U _U_(R4+R5) Rk GG ¢
a € R4 R3'R4__A'(R4+R5)+..w. 1 _ (R4_+R5) _ R5 + 1 +'2'(1)2
AR, R, R,-C,C, R,-C, R;-R,C, R, R,-C, 4A-¢;) "/
U = 9. (8000 + 7000) o0 e T T~ 623185

5000 692.330-0;)9-65.222 -_3833'-35;(](3392(;67-020910*6 +1:628.3185 (796.3431- 2-100° 3((1?)29%30393%)*6 - 796.3437-03%%0 106t 692.31- 10*6) 62831857

U. =552 627870.1514 — 394784.1374

T .M+ i - 628.3185 - (627.87015 — 800 — 2930.0607 + 1444.4605) — 394784.1374
16539247767 ' : : : : :

U, = 12,3521 2 89,46°

Dieses Ergebnis stimmt iiberein. Damit lassen wir es gut sein.

432



11.5. Aktive Bandsperrfilter

Als néchstes beschéaftigen wir uns mit den aktiven Bandsperrfiltern. Bandsperren nach der Sallen
- Key - Definition sind uniiblich und Universalfilter fiir diesen Zweck im Allgemeinen zu
aufwandig. Ublich ist im Niederfrequenzbereich vor allem das aktive Doppel - T - Filter. Aktive
Wien - Briicken - Sperrfilter sind realisierbar, der Aufwand ist jedoch im Vergleich unnétig hoch
und nur gerechtfertigt, wenn manuelle Durchstimmbarkeit gefordert ist.13> Wird elektronische
Durchstimmbarkeit gefordert, wird man wohl um ein Lock - In - System nicht herumkommen.
Der Aufwand ist betrachtlich, heutzutage weicht man dagegen iiblicherweise in die digitale Welt
aus und fithrt eine FFT durch. Alternativ lassen sich die spater besprochenen SC - Filter
verwenden, deren Designaufwand allerdings betrachtlich ist.

11.5.1. Das aktive Doppel - T - Filter

Wie im Kapitel iiber die passiven Filter
ausfiihrlich besprochen, ist das passive
Doppel - T - Filter eine Baugruppe mit
ausgezeichneter Sperrtiefe. Allerdings mag
die Giite von 0,25 nur in begrenztem Mafde zu
iiberzeugen. Zur Verbesserung der Filterglite
wird das passive Doppel - T - Filter in eine
Verstarkerschaltung eingebettet.136

GND GND

Zur Berechnung der Ubertragungsfunktion verwenden wir die Knotenregeln

Ue—Ul Up-Ul1l

K1: R + R - Ul -2jwC=0
U2 —-Ua
K2:(Ue—U2)-(ij)+(Up—UZ)-(ja)C)—T=O
2
(Ul1-Up)

K3(Up): (U2 -Up) - (jwC) + 0

R

Sowie die Regel fiir die Verstarkung des nichtinvertierenden Verstarkers
Ua=k -Up

Einsetzen

K1 Ue—U1+Up—U1
' R R

—Ul-2jwC=0

135 Interessierte studieren beispielsweise Tietze - Schenk 5. Auflage S. 316f.
136 Es gibt auch eine verwandte Schaltung, bei der sowohl 2C als auch R/2 in die Mitkopplung einbezogen
werden. Wir bleiben hier bei der hiufigeren Variante nach Tietze - Schenk 5. Auflage S. 315.
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. . U2 — (k- Up)
K2:(Ue —U2) - (jw )+ (Up - U2)- (jw C) = ——F——=0

2

(U1-Up) _

K3(Up): (U2 =Up) - w O) +—— 0

Briiche weg
K1:Ue—-Ul+Up—-Ul1—-Ul-2-j-w-R-C=0

K2:(Ue—U2)-j-w-R-C+Up—-U2)-j-w-R-C—2-U2+2-k-Up=0
K3(Up):(U2—-Up)-j-w-R-C+U1—-Up=0

Normieren
N=wRC

Einsetzen
K1:Ue—-Ul4+Up—-U1-U1-2-j-02=0
K2:(Ue—=U2)-j-2+Up—-U2)-j-2-2-U24+2-k-Up=0
K3(Up):(U2—=Up)-j-N+U1-Up=0
Die Spannungen U1 und U2 eliminieren
K1:Ue+Up—-U1-24+2-j-0)=0
K2:Ue-j-N—-U2-j-D+Up-j-N-U2-j-N—-2-U24+2-k-Up=0
K3:U2-j-Q—-Up-j-2+U1-Up=0

K11 = —e P
21+ )
K2:Ue-j-Q+Up-j-Q+2-k-Up=U2-j-Q+U2-j-Q+2-U2
K2:Ue-j-Q+Up-j-0+2-k-Up=U2-2(1+j-0)
K2:U2-2(1+j-Q) =Ue-j-Q+Up-(-Q+2-k)

Ue-i-0+Up-(i- .
K2 U2 = e-j + Up .(] N+2-k)
20+j-0)

K3:Ul=Up+Up-j-0—U2-j-0
K3:Ul=Up-(1+j-0)—U2-j-0

Ue+ U
P Up-(1+j-Q)-U2-j-0

IR YR
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Ue-j-D+Up-(G-2+2-k)

K23:Ul=Up-(1+j-02)— 20+ 1) j-0
~ Ue+Up . Ue-j-D+Up-(G-2+2-k) .
K1,2,3.2_(1+j_!2)—Up 1+j-02) 20+ -0) j- 02

Jetzt Up durch Ua ausdriicken

i _Ua
P=%
Einsetzen
ve+ 9% uq , Ue j-2+92-G-Q+2-k)
= = —\ (1 j . —_ 7.
a0k Atid 20 +-0) J
Vereinfachen
k-Ue+Ua _ Ue-k-j-Q+Ua-(-N+2-k) .
a4 Yeati-m 201)-0) j- 2
k-Ue+Ua Ue-k-j-Q+Ua-(G-0+2-k)
—=2'U . 1 '.!2 — .'.!2
o - 2l e A+ 0 J

Ue-k-j-2-j-Q+Ua-j-Q-G-2+2k)

k-Ue+Ua=2-Ua-(1+j-D)A+j-02)— T

k-Ue+Ua=2-Ua-(1+j-2)2—Ue-k-j2-0°~Ua-(j2-02+2-k-j-0)

Ua —2-Ua-(1+j-D2+Ua-(j*- 2%+2-k-j-0)=—Ue-k-j2-0°—k-Ue
Va-(1-2-(U+j-D2+ (- 02+2-k-j-0)) = Ve (—k-j>- 0" — k)
Va-(1-2-(1+j- Q2 +j2-0°+2k-j-0) =UVe-(—k-j?-0* k)

Ua (—k—k-j?-0°)
Ue (1-2(1+j-Q2+2-2°+2-k-j-0)

va k(1452 0%)
Ue 4 —2- (142042 0) 40242 k-j-0

Ua k(1452 0)

Ue 1 -2-4-j-0-2-72.0°+*0%+2-k-j-0
Ua k(1452 0%)
Ue  —142-k-j-0—4-j-0—j* 0?
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Ua k- (1452 0%)
Ue 1-2-k-j-0+4-j-0+j2 02

Ua k(1452 0)
Ue 1+42-2—k)-j-0D+ % 02

Das ist die Ubertragungsfunktion des aktiven Doppel - T - Filters. Fiir die notwendige Qualitit der
Bauelemente gilt selbstverstiandlich das gleiche wie fiir die passive Version. Wie man am
Zahlerausdruck (hoffentlich) unmittelbar erkennt, bleibt die Sperrfrequenz unabhéngig von der
Verstarkung gegeniiber dem passiven Filter unverandert ().

Die Giite berechnet sich wieder als Kehrwert des Koeffizienten des linearen Gliedes im Nenner zu

1

0=z n

Ebenso intuitiv ist die Erkenntnis, dass die Giite fiir eine Verstiarkung nahe 2 maximal wird, die
Stabilitdt des Filters dann aber schwindet:

k- (1452 0%) 2- (142 0%) 14202
" _ =2.
klinz1+2-(2—k)-j-f2+j2-fz2 1+2:(2=-2)-j-2+j*- 027 1+2-0°

Der Grenzwert dieser Funktion fiir ) = 1 ist nicht definiert!37. Erfahrungsgemaf lasst man es bei
Giite 10, das ist eine Verstarkung von 1,95 (5,8 dB) bewenden.

137 Dass in diesem Fall auch L'Hospital nicht hilft, sollte einsichtig sein.
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11.5.2. Boctor Notch

Die Anwendung der Boctor Schaltung als Sperrfilter ist durchaus exotisch. Wir wollen sie
trotzdem kurz darstellen, auch um den Grund zu erleben, warum sie sich nicht durchgesetzt hat.

Wie wir schon im Kapitel liber die elliptischen Filter erlebt haben, ist deren Wirkung als
Tiefpassfilter bei niedrigen Ordnungen und Welligkeiten — nennen wir es einmal - maf3ig.

Ausgangspunkt sei die schon berechnete komplexe Ubertragungsfunktion des elliptischen Filters
firn=2¢=01¢=14

0,995037 + 0,29865538 - j2 - 22
1+ 0,241854 -i -0+ 0,343264 - j* - 0?

H(s) =

Auf Sperrfrequenz 1 normieren
0,995037 — 0,29865538-a? =0

0,995037

2 _
"~ 0,29865538

= 3,331723

a =1,8253
Einsetzen

0,995037 + 0,29865538 - 3,331723 - j* - 0?
1 + 0,241854 -1,8253-i -+ 0,343264 - 3,331723 - j* - 0?

H(s) =

0,995037 + 0,995037 - j*- 0?

H(S) = . 2 2
1+ 0441461 -2+ 1,143660563872 - j° -

Das Ergebnis mag als Bandsperrfilter durchaus gelten:

Die Wirkung als Tiefpassfilter betragt lediglich -1,2 dB.

L L L L L
1 3 4 S

-10
-20
-30
-40
- R4
K1 1
—J
. . . 2 c1
Nun versuchen wir, dieses Filter als R6 » |
Boctor Notch Tiefpass zu realisieren. Als I I_"_E | q
Grenzfrequenz wahlen wir willkirlich 2 3
Ue >——¢ =
R3 1o 1 ¢ua
w, = 1krad/s 2 159,155 Hz 53 31y

QR2 R5 ERl

Boctar — Tiefpassfilter 2. Ordnung
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Es gilt die Ubertragungsfunktion

1 1 2\ 2
U (R3+Rs) 1 .2
¢ R4'R6'C1'C2+] w RG.CZ

<

+j2_w2

Mit den Designvorschriften

Sowie
Rs = Ry || Ry
Damit versuchen wir die Ubertragungsfunktion

0,995037 + 0,995037 - j*- 0?

H(s) = : -
1 + 0,44146-j -0+ 1,143661-j°- ()

Zu realisieren.

Erst einmal denormalisieren

2
0995037 +0,995037 - /2 - (153)

H(s) = 5

W) +1,143661 - j2- (%)2

1+ 044146 - (
Auf Koeffizienten 1 der quadratischen Glieder umformen

2 [ W?
1+]2'<W)

2
1+ 044146 (%) +1,143661 - j2 - (%)

H(s) = 0,995037 -

106 + j% - w?

H(s) = 0,995037 -
w

106 + 0,44146 - 106 - j - (W

6 2 (W
) +1,143661- 106 - (W)
106 + j2 - w?

H(s) = 0,995037 - - > 2
106+ 441,46 -j - w + 1,143661 - j* - w

0,995037 106 + j% - w?
1,143661 874385 +386-j - w + j* - w?

H(s) =

106 + j2 - w?
874385 +386-j - w + j* - w?

H(s) = 0,87
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Das soll in der technischen Umsetzung herauskommen:

1 1 2\ 2
Ue (R3+Rs) _ 1 . 2 2 2
¢ R4'R6'Cl'CZ+J w R6'62+] w

Mit dieser Form kdnnen wir das System der Bestimmungsgleichungen aufstellen

B g7
" (R3 +Rs) '

11 ( ! )(1 + 2)—106
"\C,-C;-Re/\Rg " Ry
I[; ———— = 874385

R4_ * R6 * Cl * CZ
IV: = 386
R6 * Cz
Und die Designvorschriften
Rg C1
ViRy=R:|—+2-—
3775 (R1 CZ)
‘R
2 Ry
VI: R, =
© " R,+R,

Das sind sechs Gleichung in acht Variablen. Wir wahlen daher erst einmal willkiirlich, da nur das
Verhaltnis von R3 und R5 zueinander relevant ist

Rs =10 k2 = 10*

Einsetzen
I 1o* = 0,87
"Ry +10%
R, = 10% 10% = 1494,252
370,87 - ’

Das ist realistisch.
Als néachstes missen wir die Kapazitdtswerte abschatzen. Wir beginnen aus der Erfahrung mit
C;=1nF =107°

Um realisierbare Werte von R6 und R1 zu bekommen, muss daher gelten R6 = R1 >> 0

R 107°
V:1494,252 = 10*- | =2+ 2
<R1 " G, >
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1494252 _Re 1077
104 R, C,

0,1494252 = Re +2 107
’ Ry [

Man erkennt, dass diese Gleichung nur elektrotechnisch sinnvoll zu lésen ist, wenn C2 >> C1 und
R1 >> R6 sind. Wir wahlen

C,=22nF=22-10"8
Somit

Rg 107°
0,1494252 = =242

R,  ~ 22-10°8
6 0~?
—°=0,1494252 -2 - ———— = 0,058516
R, 2,2-1078

Rg =R, -0,058516

Das ist noch einigermafien realistisch.

11-( ! )(1+2)—106
"\C;-C, R¢/\Rs  Ry)

1 1 2
II: ( — — )( + ) — 106
107°-2,2-1078 - R, - 0,058516/ \R; - 0,058516 R,

Das lassen wir rechnen

R, = 3,85076 - 10° = 3,85 M2
Das geht noch.

Rg = 3,85076 -10°-0,058516 = 225331 = 225,331 k2
Auch das geht. Bilanz: Bisher haben wir C1, C2, R1, R3, R5 und R6. Fehlen noch R2 und R4.

1

Ill: ———— = 874385
R4_ * R6 * Cl * CZ

1
1I: = 874385
R,-225331-1079-2.2-10"8

1
HI:R, = = 230703 = 230,703 k12
* 7 874385 -225331-1079-2.2-1078

Auch das geht.
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Jetzt noch R2:

2" R4-
VI:R, =
® " R,+R,
VI: 225331 = 12 230703
' " R, + 230703

R, = 9676943 = 9,676943 M)

0Ok, damit haben wir die Bauteilewerte zusammen. Jetzt die Simulation mittels LTSpice nach
manueller Optimierung:

; R2 1 R1
9676943 3850760

Uk1 e

230703

.ac lin 100 1 400

vi
AC1

c2 R6 c1
Uk2

Nach genauem Abgleich ldsst sich also eine Sperrtiefe von etwa 50 dB erzielen.

Die Schaltung ist also durchaus funktionsfahig, aufgrund der enormen Anforderungen an die
Genauigkeit allerdings dem aktiven Doppel - T - Filter deutlich unterlegen.
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12. Durchstimmbare Filter

Fiir manche Anwendungen werden elektronisch durchstimmbare Filter bend6tigt, man mochte
aber den Aufwand fiir die durchstimmbaren Universalfilter oder gar Lock - In - Systeme
vermeiden. Dazu gibt es zwei interessante einfache und preisgiinstige Losungen: Die Filter mit
OTAs und die Switched Capacitor Filter.

12.1. Filter mit OTAs

12.1.1. Grundlagen138

Ein Transkonduktanzverstirker (VC - OPV oder VC - OP), auch als Operational -
Transconductance - Amplifier (OTA) bezeichnet, ist ein spezieller Operationsverstarker, der die
Differenzspannung an den beiden Eingdngen in einen proportionalen Ausgangsstrom umwandelt.
Ublicherweise wird er wie andere Operationsverstirker als integrierte Schaltung realisiert. Im
Gegensatz zum klassischen Operationsverstiarker mit niederohmigem Spannungsausgang besitzt
der OTA einen hochohmigen Stromausgang. Bei Bedarf kann an die Ausgidnge ein (meist bereits
mit integrierter) Impedanzwandler angeschlossen werden, um einen Spannungsausgang zu
erhalten.

Ein OTA kann bei nicht zu hohem Anspruch an die Genauigkeit im NF - Bereich als Analog -
Multiplizierer eingesetzt werden (siehe Funktion). Damit lassen sich z. B. Modulatoren,
spannungsgesteuerte Lautstirkeregler, Kompander oder Filter relativ leicht realisieren.

Der erste Transkonduktanzverstarker CA3080 wurde 1969 von der Firma RCA hergestellt. Der
CA 3080 hat den Nachteil, dass die Verzerrungen bei Eingangsspannungen iiber 25 mV stark
ansteigen. Bei moderneren OTAs wurde dieses Problem durch geeignete
Linearisierungsschaltungen behoben. Heute sind OTAs von verschiedenen Herstellern erhaltlich.
Beispiele sind der LM13700 von National Semiconductor oder der LT1228 von Linear
Technology. Als eigenstandige Schaltung besitzt der OTA aber nicht die Bedeutung wie der
Operationsverstiarker mit Spannungsausgang.

Ein libliches Schaltsymbol des OTA ist Vs
Vin+
Die grundlegende Funktion ist gegeben durch: Ibias loge
Vin-
Loyt = (Vin+ - Vin—) “Im '] labc

Man erkennt, dass im Gegensatz zum Standard OPV
» erstens die Ausgangsgrofde ein Strom ist und

» zweitens statt der durch die Bauteileeigenschaften festgelegten Leerlaufverstarkung die
durch den Programmierstrom Iabc einstellbare Ubertragungssteilheit
(Transkonduktanz) gm wirkt.

Daher stammt auch der Begriff ,Transkonduktanz®, da diese die Dimension eines Leitwertes hat,
allerdings nicht an einem Bauelement, sondern bezogen auf Eingangs- und Ausgangsgrofie eines
Bauelementes, daher mit der Vorsilbe ,trans“:

138 Unter Verwendung von https://de.wikipedia.org/wiki/Transkonduktanzverst%C3%A4rker, letzter
Zugriff 01.09.2022.
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g — IO‘U,t
" (Vin+ - Vin—)

Beim LM13700 lautet der Zusammenhang zwischen Steuerstrom oder Programmierstrom I und
Transkonduktanz g, ungefahr

Im =192 - Igpc

Mit den Einheiten gn in pS und lac in pA. Die technische Obergrenze von Iy liegt bei etwa 1 mA.
Der praktisch nutzbare dynamische Bereich umfasst etwa 3 bis 4 Dekaden, das ist dhnlich wie
beim Analog - Multiplizierer. Der Index ,abc“, manchmal auch ,ABC“ geschrieben, ist die
Abkirzung von ,Amplifier Bias Current”.

Der zentrale Vorteil des OTA gegeniiber dem Analog - Multiplizierer ist sein minimaler Preis. So
kostet der Doppel - OTA LM13700 weniger als 1/10 des prazisen MPY634 mit einem Element pro
Bauteil.

Ublicherweise wird der Ausgangsstrom des OTA mittels eines einfachen Widerstandes R, in eine
Spannung umgewandelt.

Vout = lout * Ra
Somit ergibt sich die Spannungsverstarkung insgesamt zu

Vout

_— =R, . g
(Vin+ - Vin—) “ m

Beim LM13700 daher ungefahr

VO‘U,t

— =~ R, 19,2 -1
(Vin+ - Vin ) “ abe

12.1.2. Spannungsgesteuerte Filter mit OTAs 139

OTAs sind d&ufderst niitzlich fir die
Implementierung spannungsgesteuerter
Filter, wobei der LM13700 den Vorteil hat,
dass die erforderlichen Ausgangspuffer-
verstarker auf dem IC bereits enthalten sind.
Das spannungsgesteuerte Tiefpassfilter —
arbeitet bei Frequenzen unterhalb der
Grenzfrequenz als Pufferverstirker mit
Verstarkung 1.

o= Aadm
(R+Ra)27C

Die Grenzfrequenz ist dabei der Punkt, an dem
gilt

139 Dieser Abschnitt ist praktisch wortlich dem Datenblatt des LM13700 von Texas Instruments
entnommen. Ebenso stammen die verwendeten Graphiken aus dieser Publikation.
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Zum Verstindnis ist zu bertcksichtigen, dass das Widerstandsverhdltnis R/RA die
Schleifenverstarkung (closed - loop - gain) festlegt. Daher muss die Eingangsspannung mittels
Spannungsteiler auch um den entsprechenden Betrag reduziert werden. Der Steuerstrom lapc
ergibt sich zu

[ = Ve
abc = 30 kn

Da diese Stufe mit lediglich einem reaktiven Bauelement ein Filter 1. Ordnung bildet, bietet die
Schaltung bei Frequenzen oberhalb der Grenzfrequenz eine Filtersteilheit von 20 dB pro Dekade.

Die Grenzfrequenz errechnet sich insgesamt zu

R gn

R+R, 27C

fg=

Hier ein spannungsgesteuertes Hochpassfilter,
das auf die gleiche Weise arbeitet. Auch die
Grenzfrequenz folgt derselben Formel.

——AAA
100 K ¢
1 K%RA A
=15V

Zusatzliche Verstirker konnen verwendet werden, um Filter hoherer Ordnung zu
implementieren, wie es durch den zweipoligen Butterworth gezeigt wird. Aufgrund der
hervorragenden Gleichlaufeigenschaften der Transkonduktanzwerte der beiden in einem
Gehause verpackten OTAs bieten diese Filter eine gute Leistung iiber mehrere Frequenzdekaden.
Auch hier gilt die gleiche Formel zur Berechnung der Grenzfrequenz.

-5V

Somit ldsst sich ein liber einen Bereich von mehr als 1:1000 elektrisch durchstimmbares Filter 2.
Ordnung um ungefahr 3 € im Einzelstiick herstellen.
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12.2. Switched Capacitor Filter

12.2.1. Grundlagen140

Switched - Capacitor - Filter (deutsch: Filter mit geschalteten Kondensatoren) oder haufig auch
nur kurz SC - Filter bezeichnet elektronische Filter, in denen ohmsche Widerstinde durch
geschaltete Kondensatoren ersetzt wurden. Es handelt sich um zeitdiskrete Filter.

12.2.2. Hintergrund

Die Ubertragungsfunktion aktiver analoger Filter wird meist durch Kondensatoren und
elektrische Widerstande als externe Beschaltung eines Operationsverstarkers bestimmt. Das
bringt folgende Probleme mit sich:

» stabile, reproduzierbare Kondensatoren und grofse Widerstinde sind schwer integrierbar
bzw. erfordern viel Chipflache

» Hohe Filterordnungen oder -steilheiten erfordern geringe Toleranzen von Widerstdnden
und Kondensatoren

» so gut wie nicht elektronisch fiir unterschiedliche Frequenzen einstellbar.
Durch den Ersatz von Widerstinden durch geschaltete Kondensatoren umgeht man diese
Probleme. Widerstinde werden durch geschaltete Kondensatoren ersetzt, Filter sind frei

durchstimmbar durch Anderung der Schaltfrequenz. Je nach Schaltung bzw. externer Beschaltung
lassen sich Tiefpasse, Hochpésse, Bandsperren wie Bandpasse konfigurieren.

12.2.3. Funktion

Im nebenstehenden Bild schalten die beiden

Schalter mit Tastverhaltnis 50 % abwechselnd SW1 SW2
D ) . Ue(t)

ein, niemals gleichzeitig. Sobald S1 geschlossen et

ist, 1adt sich Cs auf den Momentanwert der 5

- +

Eingangsspannung Ue(t) auf. Je nach Cs f

Spannungsdifferenz  zwischen Ein- und
Ausgang wird der Kondensator umgeladen, -1
sobald S2 schliefst. Es kommt ein mittlerer

Stromfluss zustande, der von der Schaltfrequenz, der Kondensatorgrofle und der
Spannungsdifferenz abhangt. Der Integrator wird den Kondensator Cs immer auf Spannung Null
entladen, wenn S2 schlieft. Sobald S2 6ffnet, bleibt die Ausgangsspannung des Integrierers Uo(t)
konstant. Der Wert dessen Integrationskondensators Ci bestimmt die Spannungsidnderung, die
am Ausgang des Integrierers bei Einschalten von S2 auftritt; die Spannungs - Stufenhdhe ist
abhangig von der ,gesampelten” Eingangsspannung und dem Verhaltnis Cs/Ci. Hieran erkennt
man den entscheidenden Integrationsvorteil des SC - Filters: Das Ubertragungsverhalten wird
von der Schaltfrequenz und dem Verhéltnis der Kapazitdten bestimmt, nicht primar von deren
Absolutwerten. Da deren relative Fertigungstoleranzen zueinander im Gegensatz zu deren
Absolutwerten sehr genau reproduzierbar sind, kdnnen genaue Filter realisiert werden. Hinzu
kommt, dass bei entsprechend hohen Schaltfrequenzen kleinste Kapazitidten ausreichen, die

140 Dieser Text stammt weitgehend aus https://de.wikipedia.org/wiki/Switched-Capacitor-Filter, letzter
Zugriff 02.09.2022.
445



geringe Chipflachen beanspruchen. Es werden dquivalente Widerstdnde im Megaohm - Bereich
realisiert, die ansonsten riesige Chipflachen erforderten und sehr ungenau und unstabil waren.

Durch Variation der Schaltfrequenzen, mit denen die Kondensatoren umgeschaltet werden, lassen
sich die Filterparameter der SC - Filter verandern. Der Ersatz der ohmschen Widerstiande R in
einer gegebenen Schaltung wie einem Tiefpass durch Kondensatoren CS, die mit der
Umschaltfrequenz fs betrieben werden, ldsst sich nach folgender Gleichung berechnen:

R = 1
" Cs - fs

Da es sich bei diesem Filtertyp um abtastende Systeme handelt, muss die Umschaltfrequenz fs
hinreichend hoéher als die Grenzfrequenz des Filters sein, um Aliasing zu vermeiden. Konkret muss
der Umschalttakt hoher als die doppelte hochste noch passierende Frequenz sein (Nyquist -
Theorem). SC - Filter erfordern vor- und nachgeschaltete Tiefpasse, die die hochfrequenten
Signalanteile des Signales und der Umschaltfrequenz ausfiltern. Dies ist einer der Nachteile dieser
Schaltungstechnologie.

Ein wesentlicher Vorteil dieser Filter besteht darin, dass die Filterzeitkonstante nur in geringem
Mafie von den Bauteiltoleranzen der eingesetzten Kondensatoren abhangt. Es miissen nur die
Verhiltnisse der Bauelementwerte zueinander konstant bleiben, da die Filtergenauigkeit primar
von der Umschaltfrequenz bestimmt wird. Genaue Umschaltfrequenzen lassen sich technisch
durch Quarzoszillatorschaltungen gut sicherstellen.

12.2.4. Schaltbeispiel

Die Anwendung der SC - Filter folgt im Allgemeinen dem Konzept der Universalfilter. Hier ein
Beispiel fiir ein kombiniertes Bandpass - Bandsperre - Tiefpass - Filter4!:

Man erkennt das elementare Universalfilter
mit zwei Integratoren, deren Integrations -
Kondensatoren im Gegensatz zZum
klassischen System mit Festkapazitdten hier
elektronisch steuerbar sind. Man erreicht je
nach Grenzfrequenz und Filtertyp eine
maximale Filtergiite von 50 und einen
Durchstimmbereich von drei bis fiinf
Dekaden. Die Grenzfrequenz liegt zwischen
etwas unter 1 Hz und tiber 100 kHz. In der Praxis ist ein elektronisch durchstimmbares Filter 8.
Ordnung um gut unter 30 € im Einzelstiick herstellbar.

LTC1068

Der Aufwand fiir die korrekte Auslegung solcher Filter ist gewaltig und erfordert viel Erfahrung.
Daher stellen die grofien Halbleiterhersteller fertige Software - Design - Tools gratis zur
Verfiigung. Ebenso gibt es fertig bestiickte preisgiinstige Demo - Boards zum Kennenlernen und
Ausprobieren der Bausteine ohne dafiir die Hardware selbst herstellen zu miissen.

141 Grafik unter Verwendung des Datenblattes LTC1068 von Linear Technology.
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