Ein einfacher Uberblick iiber die Maxwell - Gleichungen:
Wolfgang Tomischko

1. Abstract

Die Maxwell - Gleichungen von James Clerk Maxwell (1831-1879) beschreiben die Phdnomene
des Elektromagnetismus. Sie sind damit ein wichtiger Teil des modernen physikalischen
Weltbildes. Die Gleichungen beschreiben, wie elektrische und magnetische Felder untereinander
sowie mit elektrischen Ladungen und elektrischem Strom unter gegebenen Randbedingungen
zusammenhdngen. Zusammen mit der Lorentzkraft erkldren sie alle Phdnomene der klassischen
Elektrodynamik. Sie bilden daher auch die theoretische Grundlage der Optik und der
Elektrotechnik. Die Gleichungen sind nach dem schottischen Physiker James Clerk Maxwell
benannt, der sie von 1861 bis 1864 erarbeitet hat. Er kombinierte dabei das Durchflutungsgesetz
und das Gaufdsche Gesetz mit dem Induktionsgesetz und fithrte zusatzlich, um die
Kontinuitatsgleichung nicht zu verletzen, den ebenfalls nach ihm benannten Verschiebungsstrom
ein.

In der Unterrichtspraxis zeigt sich immer wieder, dass diesem Modell ein Gefiihl des Schwierigen,
der Mystik und des Pathos anhaftet, was dem sachlichen und praktikablen Umgang gerade im
Lehrbetrieb abtraglich ist. Die Ehre gebiihrt den Wissenschaftlern des 19. Jahrhunderts, die unter
fir uns kaum vorstellbaren Bedingungen solche Leistungen erbracht haben, nicht aber dem
Modell. In diesem Aufsatz wird versucht, das Konzept und die Aussagen der Maxwell -
Gleichungen moglichst einfach darzustellen.

2. Mathematische Grundlagen

Die Maxwell - Gleichungen kénnen auf verschiedene Weisen formuliert werden. Notwendig zum
Verstandnis sind allgemeine Grundkenntnisse der Vektoranalysis.

2.1. Zylinderkoordinaten?

Zylinderkoordinaten oder zylindrische Koordinaten sind im Wesentlichen ebene
Polarkoordinaten, die um eine dritte Koordinate erganzt sind. Diese dritte Koordinate beschreibt
die Hohe eines Punktes senkrecht iiber (oder unter) der Ebene des Polarkoordinatensystems und
wird im Allgemeinen mit z bezeichnet. Die Koordinate p beschreibt jetzt nicht mehr den Abstand
eines Punktes vom Koordinatenursprung, sondern von der z - Achse.

Wenn man ein kartesisches Koordinatensystem so ausrichtet, dass die z - Achsen
zusammenfallen, die x - Achse in Richtung ¢ =0zeigt und der Winkel ¢ von der x - Achse zury -
Achse wachst (rechtsgerichtet ist), dann ergeben sich die folgenden Umrechnungsformeln
zwischen Zylinderkoordinaten und kartesischen Koordinaten:

x = pcos(yp)
y = psin(p)
zZ =2Z

Die Umrechnung von kartesischen Koordinaten in Polarkoordinaten ist etwas schwieriger, weil
man mathematisch gesehen dabei immer auf eine (nicht den gesamten Wertebereich des

1 Unter Verwendung von https://de.wikipedia.org/wiki/Maxwell-Gleichungen , letzter Zugriff 29.03.2021.
2Aus https://de.wikipedia.org/wiki/Polarkoordinaten#Zylinderkoordinaten, letzter Zugriff 13.04.2021.
1



https://de.wikipedia.org/wiki/Maxwell-Gleichungen
https://de.wikipedia.org/wiki/Polarkoordinaten#Zylinderkoordinaten

Vollwinkels umfassende) trigonometrische Umkehrfunktion angewiesen ist. Zunachst kann aber
der Radius p (oder auch r) mit dem Satz des Pythagoras einfach wie folgt berechnet werden:

p= [+

Fiir die Berechnung von ¢ kann beispielsweise die Gleichung
y
t = -
ang = =

Verwendet werden, man muss sich aber des eingeschrankten Wertebereichs sowie der
Mehrdeutigkeit bewusst sein!

Vor einer moglichen Verwechslung ist zu warnen: Das waren die Umrechnungsformeln! Die
Einheitsvektoren in Richtung zunehmender r,¢,z- Koordinaten in Zylinderkoordinaten lauten
hingegen

2.2. Gradient

Der Gradient3ist eine Verallgemeinerung der Ableitung in der mehrdimensionalen Analysis.Als
Differentialoperator kann er beispielsweise auf ein Skalarfeld angewandt werden und liefertin
diesem Fall ein Vektorfeld, das Gradientenfeld genannt wird.

In kartesischen Koordinaten sind die Komponenten des Gradient - Vektors die partiellen
Ableitungen im Punkt P, der Gradient zeigt deshalb in die Richtung der grofiten Anderung. Der
Betrag des Gradienten gibt den Wert der grofdten Anderungsrate an diesem Punkt an.

< Zwei Skalarfelder, dargestellt als Grauschattierung (dunklere
Farbung entspricht grofierem Funktionswert). Die blauen Pfeile darauf
symbolisieren den zugehodrigen Gradienten.

3 Unter Verwendung von https://de.wikipedia.org/wiki/Gradient (Mathematik), letzter Zugriff
29.03.2021.
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Interpretiert man beispielsweise die Reliefkarte einer Landschaft als eine Funktion h(x, y), die
jedem Ort die Hohe an dieser Stelle zuordnet, dann ist der Gradient von h an der Stelle (%, y) ein
Vektor, der in die Richtung des grofdten Hohenanstiegs von h zeigt. Der Betrag dieses Vektors gibt
die grofdte Steigung an diesem Punkt an.

Der Gradient wird mit dem Nabla - Operatorv oder auch nur V gebildet. Die Vektor -Schreibweise

ist vorzuziehen, da diese andeutet, dass der Nabla - Operator hilfsweise als Vektor verstanden

werden kann.

Berechnung: Gegeben sei das reelle Skalarfeld f(#)als Funktionin kartesischen Koordinaten
R" > R;7 € R";b € Rif(¥) > b

Dann hat der Gradient die euklidische Darstellung

oFEN  of
dx dx
V£ () = grad f(7) = ’;(y” _ %
or) | \of
0z 0z

Die Schreibweisen Nabla und grad werden synonym verwendet. Das Ergebnis ist ein
Spaltenvektor. Hier wird er im euklidischen Raum dargestellt, aufgrund des einfachen
Bildungsgesetzes sollte klar sein, dass er auch mit beliebig vielen Dimensionen > 1 gebildet
werden kann. Dann wird die fiir euklidische Koordinaten reservierte Notation x, y, z durch x1, xz,
x3, etc. ersetzt. Sollte der Argumentvektor als bekannt vorausgesetzt werden, kann er wie
angefiihrt auch weggelassen werden, um eine kompaktere Darstellung zu erzielen.

Beispiel
5 - 4x +y
F@) = @+ xy =) > £ = (1)
Eine bedeutsame Eigenschaft der aus dem Gradienten hervorgegangenen speziellen Vektorfelder
ist die Integrabilititsbedingung. Das bedeutet, dass solche sogenannten Gradientenfelder nach
dem Satz von Schwarz immer ,integrabel” sind. Da solche Gradientenfelder in der Physik die
besondere Bedeutung haben, dass sie von Zentralkraften hervorgebracht werden, nennt man sie
auch Potentialfelder.

Gegeben sei ein reelles n - dimensionales Gradientenfeld a{(xl___n). Danngiltfiirallei, k€ N;i, k <
n; i #k

0G; 0Gy
— =0
Ox, Ox;

Aquivalent zur Integrabilititsbedingung sind folgende Eigenschaften der Gradientenfelder:
> Wegunabhangigkeit des Kurvenintegrals: Der Wert des Kurvenintegrals entlang einer

beliebigen Kurve innerhalb des Feldes ist nur von ihrem Anfangs- und Endpunkt abhangig,
nicht dagegen von ihrer Lange.

»  Verschwinden des Ringintegrals fiir beliebige Randkurven:§ G (#) d# = 0



> Generelle Rotationsfreiheit bzw. Wirbelfreiheit des Feldes: rot G—Tg(xl___n) =0

Beispiel Integrabilitit: Gegeben sei eine Zentralkraft, der Einfachheit halber hier lediglich
zweidimensional formuliert.

( ; \
2 2 x% + y?
(@ =6y =",
Dann ergibt sich das Potentialfeld zu

SN T M R S
00| e

Jeweils unter Beriicksichtigung der Integrations - Konstanten

o) = /x2+y2+C(y) = /x2+y2+C(x)

In diesem speziellen Fall sind die beiden Konstanten 0 und man erhalt das Potential
() = fxz +y? =7

= (7)

Gegenbeispiel

F(x,y)=f—ydx=fxdy?

Flx,y)=—xy+Cly)=xy+C(x)?

Offensichtlich gibt es kein Paar von Konstanten, sodass diese Gleichung erfiillt ware. G ist daher
kein Potentialfeld. Natiirlich ware dies auch aus der Integrabilititsbedingung zu erkennen
gewesen.

2.3. Rotation*

Als Rotation oder Rotor bezeichnet man in der Vektoranalysis einen bestimmten
Differentialoperator, der einem Vektorfeld im dreidimensionalen euklidischen Raum mit Hilfe der

Differentiation ein neues Vektorfeld zuordnet. P T~
A A A v v rennun A

.- . . . SIS G R Y LA

Die Rotation eines Stromungsfeldes gibt fiir jeden Ort das Doppelte der AAAAASEORRMINN
Winkelgeschwindigkeit an, mit der sich ein mitschwimmender Koérper R
AL B B |

dreht (,rotiert”). Dieser Zusammenhang ist namensgebend. S O .
Pltrre i by

L L e e Y For

Das Geschwindigkeitsfeld einer rotierenden Scheibe besitzt eine SR e SR
konstante Rotation parallel zur Drehachse. Es muss sich aber nicht ~ “ 3y iiizzz22272

+Unter Verwendung von https://de.wikipedia.org/wiki/Rotation eines Vektorfeldes , letzter Zugriff
05.04.2021.
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immer um ein Geschwindigkeitsfeld und eine Drehbewegung handeln; beispielsweise betrifft das
Induktionsgesetz die Rotation des elektrischen Feldes.

Ein Vektorfeld, dessen Rotation in einem Gebiet {iberall gleich null ist, nennt man wirbelfrei oder,
insbesondere bei Kraftfeldern, konservativ. Umgekehrt: Ist das Gebiet einfach
zusammenhdngend, so ist das Vektorfeld genau dann der Gradient einer skalarwertigen Funktion,
wenn die Rotation des Vektorfeldes im betrachteten Gebiet gleich null ist.

Andere Formulierung: Zur Berechnung der Rotation wird eine

kleine Flache (hier kreisformig) mit dem Normalenvektor n Ly ) P
betrachtet. Wenn das Vektorfeld im Bereich der Flache konstant ,'/ s b'd / )'e l:-" ‘\.1
ist, verschwindet die Rotation. Nimmt V dagegen quer zur “/ P 2N M N D
Feldrichtung zu, so ist n - rot V ungleich Null. Die Rotation wird v
maximal, wenn V parallel zum Wegelement dr des Randes der
Flache ist.

Die Definition der Rotation in kartesischen Koordinaten:
SeiF:R3 - R3, ﬁ(x, v,z) = E(x,y,2),E,(x,y,2), F,(x,y,2) ein dif ferenzierbares Vektorfeld.

Dann ergibt sich die Rotation zu

0 0F, OF,
dx F dy 0z

—_ - a x
rot F(x,y,z):=VXx F=| — x| |= %_%
dy E dz  0Ox

z

? / \aFy dF,

9z dx 0y
Die Schreibweise als Kreuzprodukt folgt aus der Darstellung der Rotation als formale
Determinante einer Matrix. Bei der Berechnung wird an das Minus bei der y - Komponente

erinnert, das aus den Entwicklungsregeln fiir Determinanten resultiert. In der Schreibweise
rechts ist dieses bereits berticksichtigt.

Beispiel: Ein Geschwindigkeitsfeld sei wie folgt definiert:

Seine Rotation ergibt sich damit zu

0-0 0
rotv(x,y,z)=< 0-0 )=(0)
1-=1/ \2

Das bedeutet, das Geschwindigkeitsfeld fiihrt zu einer konstanten Rotation 2, w = 1.

Die Rotation in zwei Dimensionen kann als Spezialfall mit besonderen Eigenschaften betrachtet
werden: Ein Vektorfeld im zweidimensionalen, euklidischen Raum kann als Vektorfeld in drei
Dimensionen aufgefasst werden, das nicht von der dritten Koordinate abhdngt und dessen dritte
Komponente verschwindet. Seine Rotation besteht aus einer Komponente, die senkrecht zum
Vektorfeld in drei Dimensionen steht.




0 0

- 2 0x (Fx> 0
V= X = X =
rot F(x,y):=V X F 9 E, oF, 0F
dy dx dy

Man kann diese spezielle Form der Rotation auch als Skalarfeld interpretieren, da die z -
Komponente nun den gleichen Wert hat wie der Betrag des Rotations - Vektors.

Die Definition der Rotation in Zylinderkoordinaten:
Gibt man das Vektorfeld in Zylinderkoordinaten (r,¢,z) als Linearkombination
F(r,9,2) = Fo(r, 0, 2)6 + Fo (r, 9, 2)& + F, (1, ¢, )6,

der Vektoren
cos () L
r = (Sino(@) - —m@
__ (~sin(9) 1 —y
o = < COSO(<P) ) =\/X2:+yz< ’5 >

0
e, =0
1

an, die auf Einheitslange normiert an jedem Punkt in Richtung zunehmender r,,z- Koordinaten
zeigen, so ist die Rotation

A~

_ [9F, 8F,] __ 17@ oF
5 5l |e

R PR T LR e GRL) l v

Der Gleichstrom stromfiihrende Leiter liege in der z - Achse. Die Feldlinien liegen daher parallel
zur x-y - Ebene und in konzentrischen Kreisen um den stromdurchflossenen Leiter.

Dann erhéalt man die vektorielle Darstellung der magnetischen Feldstérke in Zylinderkoordinaten

0
- I _, i
102 = 3% =\ 27

0

Jetzt kommt ein Trick: Wir legen die Stromdichte beziiglich der von der Feldlinie umschlossenen
Flache fest

I=j r“m



Daher

0 0 0
o C L2 P i
H(r,¢,z) = Jormy_ (LT =(]_) r
21T 2 2/ \p
0 0
Rotation
0 =) (2B 2B+ Yoo~ 2e)
rot L@z =15) " [rae ~ 9z 9z ar ®2

rot H(r, ¢,z) = (é)-([%O—O]é}+ [0 —0]e, + %[6(;:) —0] eAZ>

rotﬁ(r,cp,z)=(£)- % -[2r] - é\z=<£)~ 2 &,

0
rot ﬁ(r, ©,z) = (0)
J

Was einigermafien der Intuition entspricht. Intuitiv ist der ganze Begriff der Rotation eines
Magnetfeldes, wenn man sich vorstellt, dass ein Ladungstrager im magnetischen Feld umso
starker in die Kreisbahn beschleunigt wird, je hoher die lokale magnetische Feldstirke ist. Und
mit dem genannten Trick, die Stromdichte auf die von der Feldlinie umschlossenen Flache zu
beziehen, wird auch diese intuitiv fassbar. Dass das bei Maxwell nicht so steht, sollte dabei nicht
storen, es geht ja nur um die Vorstellung.

Jedenfalls ist das der stationdre Teil des ,Erweiterten Durchflutungsgesetzes”, des vierten
Maxwellschen Gesetzes.

Jetzt probieren wir das in kartesischen Koordinaten. Aufpassen: An die korrekte Verwendung der
z - Koordinate denken! Nur weil diese im Vektor der Feldstirke verschwindet, heifst das nicht,
dass man sie weglassen darf!

-y
(—sin ((p)) <\/X2 +y?%+ zz>
(p = =

cos (¢) < X >
L x2 +y?+22
0
Dazu
p=+x%+y?%+2z2
Einsetzen
==\ | (5=
I x2 4+ y? + 72 I (x2+y2+zz)
H(p,(p,Z)= e—) - H(x»yrz)= X =5 X
T | () | | )

VX% +y? + 722



Jetzt kommt wieder der schon verwendete Trick: Wir legen die Stromdichte beziiglich der von der
Feldlinie umschlossenen Flache fest

I=j r’n
_y
Tz ] -y
H(xy,Z)— X Y )
) )
r
\o/
Rotation
0F, OF, 00 0x
9y 0z dy 0z
. . 0—-0 . /70 0
rot H(x,y,z) = ai_a_F L 9=y 04 T g0 )=L(o]=(0
0z 2 0z dx 2 1_(_1) 2 2 ]
\ dx d-y
dx dy dx  dy

Passt!

2.4. Divergenz

Die Divergenz eines Vektorfeldes® ist ein Skalarfeld, das an jedem Punkt angibt, wie sehr die
Vektoren in einer kleinen Umgebung des Punktes auseinanderstreben (lateinisch divergere).
Interpretiert man das Vektorfeld als Stromungsfeld einer Grofie, flir die die Kontinuitatsgleichung
gilt, dann ist die Divergenz die Quelldichte. Senken haben negative Divergenz. Ist die Divergenz
tiberall gleich null, so bezeichnet man das Feld als quellenfrei. Die Divergenz ergibt sich aus dem
Vektorfeld durch Anwendung eines Differentialoperators.

Divergenz ist als Wort eigentlich aus der Strahlenoptik bekannt, wird hier aber viel allgemeiner
gebraucht: Unter Divergenz verstehen wir das ,Netto“ der aus einem Raumgebiet kommenden
Vektoren des betrachteten Vektorfeldes. Die Divergenz ist ein Skalarfeld, das an jedem Punkt
angibt, ob das Feld dort eine Quelle/Senke besitzt und wie ergiebig diese ist.

Formal entsteht die Divergenz als Skalarprodukt des Nabla-Operators Vmit dem Vektorfeld F.

SeiF:R™ - R", (x1, X5, e, Xp) = F1, F,, ..., E, eindif ferenzierbares Vektorfeld.

Dann ist die Divergenz von Fdefiniert als

. - o O0F O0F, 0F,
divF:=V - F=—+—
dx; 0xy dx,
Oder speziell euklidisch
divF=v . F=2x, 0 OF
= ox 9y 0z

5> Unter Verwendung von https://de.wikipedia.org/wiki/Divergenz eines Vektorfeldes letzter Zugriff
29.03.2021.
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Didaktisch scheint die Notation V - F ein wenig problematisch, da damit das Produkt der
partiellen Ableitung mit dem jeweiligen Vektor assoziiert wird, dabei handelt es sich doch um die
Bildung der partiellen Ableitung. Hilfreich ist hingegen an dieser Notation, dass sofort sichtbar ist,
dass das Ergebnis ein Skalar sein muss.

In Zylinderkoordinaten gilt fiir die Divergenz eines Vektorfeldes F (p,®,2)

., 190 1F dF,
v pap(p p)+p0go 0z

Beispiel 1: Gegeben ist das Vektorfelds

Dieses hat die Divergenz

0@Zx)  0&)  9(4)

oV . F o
divF:=V ax oy | oz

=2+1+0=3

Das betrachtete Vektorfeld hat also eine an jedem Ort konstante positive Divergenz. Das heif3t,
egal welcher Ort fir 7 eingesetzt wird, jeder Ort hat eine positive Divergenz mit dem Wert 3. Jeder
Ort stellt eine Quelle des Vektorfeldes dar. Das Vektorfeld 'fliefst' an jedem Punkt heraus.

Beispiel 2: Zentralkraftfeld

)

3
(x2 +y%2 +2°)2

9

F(x,y,z)=C"

Der Vorfaktor ist konstant

K= 5
(x2+y%2+27%)2
Komponentenweise Darstellung
x
K, = 3
(x%2 + y% + 2°)2
K = y

yo 3
(x%2 + y% + z°)2

z
K, = S
(x%2 + y% + 2°)2

6 Beispiel aus https://de.universaldenker.org/lektionen , letzter Zugriff 05.04.2021.
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3 1
d x (x2+y2+ZZ)E-1—x-§-(x2+y2+zz)5-2x (x2+y?2+25) —3x* —2x2+y?+47*

9x 2 +y2+ zz)% (e? +y% +2%)° (2 +y%+ Zz)g (2 +y%+ zz)g
div R 6Fx+6Fy+6FZ —2x2+yz+zz_|_x2—2yz+zz_I_x2+yz—222 0
WK =—-—=T——T1T——= 5 5 5 =
Ox 0y 0z (24 y2+2z9)z (x2+y?+2z9)z (k2 +y?+2°):2

Das Zentralkraftfeld ist daher quellenfrei.

Achtung: Bei der Betrachtung kugelférmiger Felder ist streng zwischen Zentralkraftfeldern und
kugelformigen Vektorfeldern zu unterscheiden!

Die Zentralkraftfelder geniligen dem Bildungsgesetz

X
F(x,y,2) =K - ——%
(x* +y* + z%)2

Ihre Divergenz ist fiir r > 0 immer O, fiir r = 0 unendlich: Abgesehen vom Zentralkraft - Zentrum
hat das Feld keine weiteren Quellen oder Senken.

Beispiel 3: Ein kugelférmiges Vektorfeld folgt beispielsweise aus dem Bildungsgesetz

N X
F(x,y,Z)=K-<y>

¥4

Dessen Divergenz ist 3K. Da die Kraft mit steigendem Abstand zum Ursprung grofier wird, gibt es
offensichtlich in jedem Raumpunkt eine weitere Quelle.
Beispiel 4: Das elektrische Feld einer Kugel mit homogener Ladungsdichte?

Die Gesamtladung sei Q, der Kugelradius R, das Kugelvolumen V, Ladungsdichte p.

Die elektrische Flussdichte D hat gemdfd dem Coulombschen Gesetz aufierhalb der
Kugeloberflache die Form

Q

4r

|m

D@ =

=y

2'|

Das entspricht einer Punktladung im Zentrum.

Innerhalb der Kugel wird nur der jeweils eingeschlossene Ladungsteil Q" wirksam. Aufgrund der
homogenen Ladungsdichte steht der jeweils eingeschlossene Ladungsteil Q" zur Gesamtladung im
Verhaltnis der Volumina

7 Aus ,Dr. Hempel / Mathematisch Grundlagen - Divergenz“, letzter Zugriff 07.04.2021.
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Q ipp?
3
Elementarumformung
T3
Q ZQF
Einsetzen
.r3
. Q 7 Q= , Q
D(r) = == = T
) 4nr? |F| 4nrd 47 R3

Fallunterscheidung: Aufderhalb der Kugel verschwindet die Divergenz der elektrischen

Flussdichte (Beispiel 2):
7
div( ¢ 3-F> =i-div —=]=0
4nr 4 r

Im Kugelinneren gilt (Beispiel 3)

div (ﬁ) = div (4 ¢

, Q - Q Q
nR3-r)= -dlv(r)=4—-3=V=p

47 R? T R3

Bei homogener Ladungsverteilung ist im Innern der Kugel jeder Punkt eine Quelle des
elektrischen Feldes. Auferhalb der Kugeloberfliche ist das elektrische Feld quellen- und
senkenfrei.

Das ist librigens bereits das erste Maxwellsche Gesetz!

Beispiel 5: Geladene Platte

Uber einer zweidimensionalen geladenen Platte, die in der x-y - Ebene liegt, entsteht eine
elektrische Flussdichte

A ist die Flache, Q die Gesamtladung. Das erste Maxwellsche Gesetz lautet
divD = P

Gute Frage - gilt das auch zweidimensional?
divD=0

Dann wiirde gelten

divD = |5|

11



Nehmen wir einmal an, die ebenen Komponenten seien irrelevant, da das Feld ausschliefdlich in z
- Richtung entsteht, hief3e das

0F,

0z 1
Ein elementares Problem bei der Losung dieser einfach scheinenden DFG ist wohl, dass die
Ladungsverteilung auf einer zweidimensionalen Platte zu Distributionen fiihrt. Vermutlich fiihrt
die richtige Losung auf eine Delta - Distribution, bei der die Ladungsdichte in z - Richtung
approximiert wird. Ich verwende eine meiner Lieblings - Distributionen, hier allerdings auf
f(0)=1 normiert.

Z= € a
2z _Z
Z = —-——'e a
a2

Fiir a = 0,1 gibt es (WolframAlpha) eine schone Losung bei ungefihr z = -0,0005

Probe y
2-0,0005 _oooos® 09975 ~ 1 :
- . 0,1 = =~ 4
012 ¢ ’ 3
2
Graph fur Z’ a= 0’1 ~0.15-0.10-0.05 ll 0.05 0.10 0.15 =
Nachbesserung: f(0) = 1 und f'(=0) = 1:a= 0,01 und z = (-0,00005);
f(-0,00005) = {"(-0,00005) = 0,999975
1
-10  -05 I 0.5 0"

Endgiiltiger Vorschlag

Alternate form assuming x is real:

Fallunterscheidung: Fiir kleine z, also auf der Platte gilt

0
D(xyz)=lim9- 0
Y a-0A _z
e a
Und dementsprechend
0
- 0 0 0
divD = o -div| lim| O =o-| lim 2 =0-|0
a—0 z2 a—0 2z _Z
e a? e 1
a

Fiir grofde z, also auf3erhalb der Platte gilt dann

0
D(x,y,z) =0 - (O)
1

12



Und dementsprechend

N 0 0 0
disza-div(O)za-(0>=(0>
1 0 0

Sieht doch gut aus!

Beispiel 6: Divergenz der magnetischen Feldstarke
Der Gleichstrom stromfiihrende Leiter liege in der z - Achse. Die Feldlinien liegen daher parallel

zur x-y — Ebene und in konzentrischen Kreisen um den stromdurchflossenen Leiter. Dann erhalt
man die vektorielle Darstellung der magnetischen Feldstarke in Zylinderkoordinaten

—

- I
H(Pv(P'Z) = mefp

Wir bilden die Divergenz von Vektor H

di ﬁ_la( H)+1H¢+6HZ
d I d
— 5 1 127, 0
divH(p,p,z) =—— (-0 - —
wH(p, ¢ z) pap(p )+p 20 oz
div H( )=0+ d +0
wHe, 9.2) = anza(p

divH(p,9,z) =0

Das war das Gaufdsche Gesetz fiir Magnetfelder, das zweite Maxwellsche Gesetz.

2.5. Der Laplace - Operator A

Da die Operation ,Divergenz*“ auf jegliche Vektorfelder anwendbar ist, lasst sie sich im Speziellen
auch auf das Vektorfeld des Gradienten anwenden:

= = = azF azF aZF
AF(#) = div(grad F(f')) =V-(VF(F))=V2f= le-l_ax 24 #
1 2 n

Oder euklidisch

N 0%E, 0°F, 0°F,
AF(#) = V*f = ax;+ 4 z

Damit diese Operation definiert ist, muss F(#) zweimal differenzierbar sein. Dann ist der Laplace
- Operator eine lineare Abbildung. Der Laplace - Operator hat ein Skalarfeld als Argument und
einen Skalar als Ergebnis.
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2.6. Orientierte Flache? y

Eine orientierte Fliche ist im mathematischen Teilgebiet der r\ b1y iy ;": 3
elementaren Differentialgeometrie eine orientierbare Flache, SR
fiir die festgelegt wurde, welche ihrer zwei Seiten die Auféen- \ ! " f &
bzw. Innenseite ist. Die Orientierung einer Flache wird mit der 4

Wahl eines der zwei moglichen Flachennormalenvektoren festgelegt. Die Auf3enseite der Flache
ist diejenige, von der der gewadhlte Normalenvektor wegfiithrt. Es gibt Fliachen, die nicht
orientierbar sind, wie zum Beispiel das Mobiusband.

Die Vereinbarung der Orientierung einer Flache ist insbesondere bei der Berechnung von
vektoriellen Oberflachenintegralen von grofder Bedeutung, z. B. in der Elektrostatik bei der
Verwendung des Gaufdschen Integralsatzes. Die Orientierung bestimmt das Vorzeichen des
Ergebnisses.

2.7. Gauf3scher Integralsatz?®

Der Gaufdsche Integralsatz, auch Satz von Gaufd — Ostrogradski
oder Divergenzsatz, ist ein Ergebnis aus der Vektoranalysis. Er
stellt einen Zusammenhang zwischen der Divergenz eines
Vektorfeldes und dem durch das Feld vorgegebenen Fluss durch
eine geschlossene Oberfliche her. Der nach Gaufd benannte
Integralsatz folgt als Spezialfall aus dem Satz von Stokes, der auch
den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
verallgemeinert.

Anschauliche Bedeutung

Der Gaufdsche Integralsatz findet in vielen Bereichen der Physik Anwendung, vor allem auch in
der Elektrodynamik und der Fluiddynamik. Im letzteren Fall wird die Bedeutung des Satzes
besonders anschaulich. Nehmen wir an, das Vektorfeld F beschreibt flieRendes Wasser in einem
gewissen Raumbereich. Dann beschreibt die Divergenz von F gerade die Starke von allen Quellen
und Senken in einzelnen Punkten. M6échte man nun wissen, wie viel Wasser aus einem bestimmten
Bereich V insgesamt herausfliefdt, so ist intuitiv klar, dass man folgende zwei Moglichkeiten hat:

» Man untersucht bzw. misst, wie viel Wasser durch die Oberflache von V aus- und eintritt.
Dies entspricht dem Durchfluss von senkrechten Komponenten auf der Oberflache als
Oberflachenintegral.

» Man bilanziert (misst) im Innern des dadurch begrenzten Volumens, wie viel Wasser
insgesamt innerhalb von V in Senken (Lochern) verschwindet und wie viel aus Quellen
(Wasserzufliissen) hinzukommt. Man addiert also die Effekte von Quellen und Senken.
Dies wird alternativ und gleichwertig dann durch das Volumenintegral tiber die Divergenz
realisiert.

Der Gaufdsche Integralsatz besagt, dass tatsachlich beide Moglichkeiten stets absolut gleichwertig
zum Ziel fithren. Er hat damit auch den Charakter eines Erhaltungssatzes der Energie.

Allgemeine Formulierung:

8Aus https://de.wikipedia.org/wiki/Orientierte F1%C3%A4che , letzter Zugriff 06.04.2021.
9Aus https://de.wikipedia.org/wiki/Gau%C3%9Fscher Integralsatz , letzter Zugriff 07.04.2021.
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Es sei V — Rn eine kompakte Menge mit abschnittsweise glattem Rand S=dV, der Rand sei
orientiert durch ein duReres Normaleneinheitsvektorfeld 7. Ferner sei das Vektorfeld F stetig
differenzierbar auf einer offenen Menge U mit V < U. Dann gilt

fdiv Fd™y = fﬁ-ﬁd(n-l)s
v S

wobei F - 7l das Standardskalarprodukt der beiden Vektoren bezeichnet.
Zur Erinnerung: Der Normalenvektor einer gekriimmten Fliche in einem Punkt ist der
Normalenvektor der Tangentialebene in diesem Punkt. Ein Normaleneinheitsvektor oder eine

Einheitsnormale ist ein Normalenvektor der Lange 1.

Euklidische Formulierung:10

f(divﬁ)dv:}@ﬁ-da y |gled
v 4 s [I<F
i F

Wobei V das gesamte Volumen desbetrachteten Bereiches und A die
gesamte locherlose Oberflache dieses betrachteten Bereiches ist. v und =7
a sind die entsprechenden Volums- bzw. Flichenelemente.

Folgendes ist zu beachten: Das Volumen, iiber das im Gaufdschen Integralsatz integriert wird, wird
auch Gaufs - Volumengenannt; seine Oberfliche dementsprechend auch Gaufs — Oberflache. Diese
Oberfliche gehort nicht zu einem real existierenden Objekt, sondern sie ist eine gedachte
Oberflache, die als Rechenhilfe benutzt wird, um beispielsweise das elektrische Feld einer realen
Kugel zu berechnen!

Noch eine zwar einsichtige, aber wichtige Formel

fvpdv=Q

10Aus
https://de.universaldenker.org/lektionen/224#:~:text=Gau%C3%9F%2DIntegralsatz%20(oder%20Div
ergenz%2D,abgeschlossene%200berfl%C3%A4che%20dieses%20Volumens%20ist. , letzter Zugriff
08.04.2021.
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3. Physikalische Grundlagen
3.1. Stromstarke 11

Die Stromstdrke [ ist definiert als der Grofdenwert der Ladung Q, der sich pro Zeitintervall t durch
eine (Ober-)Flache bewegt:

00

Die Stromstarke ist eine gerichtete Grofde, die immer auf ein einzelnes Volumen und seinen Rand,
d. h. seine Oberflache, bezogen ist. Die Oberfliche des Volumens wird dabei als orientierte Flache
aufgefasst. Die Stromstdrke ist das Maf3 fiir den Strom aus diesem Volumen hinaus, daher zeigt
das Vorzeichen ihres Grofdenwerts die Stromrichtung an.

3.2. Stromdichte!2

Die Stromdichte J ist eine vektorielle Grofe. Ihr Betrag j, auch Intensitit genannt, ist die Menge,
die pro Zeitintervall und (Ober-)Fldchenstiick dA das Volumen verlasst!3, und ihre Richtung ist
diejenige der mittleren Driftgeschwindigkeit der Bewegung:

I=ff-d/f

Oder differentiell, also lokal

ol
T 94

3.3. Kontinuitatsgleichung#

Eine Kontinuitatsgleichung ist eine bestimmte part__ielle Differentialgleichung, die zu einer
Erhaltungsgréfie gehort. Sie verkniipft die zeitliche Anderung der zu dieser Erhaltungsgrofie
gehorigen Dichte p mit der raumlichen Anderung ihrer StromdichteJ:

dp - dp
—+ V- j=—+divj=0

: +V-j T +div]j
Die Kontinuitdtsgleichung tritt in allen Feldtheorien der Physik auf. Die erhaltenen Grofien
konnen Masse, Energie, elektrische Ladung, Wahrscheinlichkeit und einige Teilchenzahlen
(Leptonenzahl, Baryonenzahl) sein, es muss sich allerdings um eine Erhaltungsgrofie handeln!

Intuitiv formuliert sagt sie aus, dass sich die spezielle Erhaltungsgrofde (z.B. die Ladungsdichte)
nur in dem Mafe verdndern kann, in dem die Trager dieser Erhaltungsgrofie zu- bzw. abfliefien.

11 Aus https://de.wikipedia.org/wiki/Strom (Physik) , letzter Zugriff 06.04.2021.

12 Aus https://de.wikipedia.org/wiki/Strom (Physik) , letzter Zugriff 06.04.2021.

13 Die immer wieder verwendete Darstellung der Stromdichte als Quotient von Strom und vektoriellem
Flachenstiick ist mathematisch nicht definiert und sollte unterlassen werden!

14 Aus https://de.wikipedia.org/wiki/Kontinuit%C3%A4tsgleichung , letzter Zugriff 04.04.2021.
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In der Elektrodynamik ergibt sich die Kontinuitédtsgleichung fiir die elektrische Ladungsdichte p
und die elektrische Stromdichte J.

3.4. Ladungsdichte?s

Die elektrische Ladungsdichte ist eine physikalische Grofde aus der Elektrodynamik, die eine
Ladungsverteilung beschreibt. Da es sowohl positive als auch negative Ladungen gibt, sind fiir die
Ladungsdichte ebenfalls sowohl positive als auch negative Werte moglich. Die elektrische
Ladungsdichte ist ein Skalar. Nicht mit der Ladungsdichte zu verwechseln ist aufierdem die
Ladungstragerdichte, also die Anzahl der Protonen, Elektronen usw. pro Raum-, Flichen- oder
Langeneinheit.

Da Ladungen im Raum, an Oberfldchen oder entlang eines diinnen Drahtes verteilt sein konnen,
kann die Ladungsdichte durch folgende Gréfien beschrieben werden:

» Raumladungsdichte: Die Ladung Q pro Volumen V, iibliches Symbol p (rho)
dQ [As

)= L2p]
dv lm

> Oberflachenladungsdichte: Die Ladung Q pro Flache A, iibliches Symbol o (sigma)

_dQ [As]
* T A m?
> Linienladungsdichte: Die Ladung Q pro Lange ], iibliches Symbol A (lambda).

_dojdy

A=arlm

3.5. Elektrische Flussdichte16

Die elektrische Flussdichte D - auch elektrische Erregung, dielektrische Verschiebung,
Verschiebungsdichte oder Verschiebungsflussdichte genannt - beschreibt die Dichte der
elektrischen Feldlinien in Bezug auf eine Fliche. Sie ist eine  w[H
physikalische Grofde der Elektrostatik und Elektrodynamik und
gemdfl dem internationalen Einheitensystem in der Einheit
Coulomb pro Quadratmeter (C/m?) angegeben.

kel
[N}

YYYVYVYYYY

T

Die elektrische Flussdichte ist eine vektorielle, also gerichtete
Grofde - im Gegensatz zur skalaren Flachenladungsdichte o, die in
derselben Einheit angegeben wird.

P2

P1

Herrscht zwischen zwei Punkten P; und P; im Raum eine
elektrische Spannung, so spricht man von unterschiedlichen
Potentialen in P; und P,. Dazwischen liegen Aquipotentialflichen,
d. h. geschlossene Flachen mit jeweils konstantem Potential. Im
rechten Winkel zu diesen Aquipotentialflichen (in der Graphik rot) stehen die elektrischen

LLrrrrirri]

+
YYYYVYYVYY

15 Aus https://de.wikipedia.org/wiki/Ladungsdichte , letzter Zugriff 06.04.2021.
16 Aus https://de.wikipedia.org/wiki/Elektrische Flussdichte , letzter Zugriff 06.04.2021.
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Flusslinien. Entsprechend der Definition der elektrischen Feldstdrke sind positive Ladungen die
Quelle des elektrischen Flusses, negative Ladungen die Senke.

Zum intuitiven Verstindnis der elektrischen Flussdichte diene das Bild, dass aus jedem
Ladungstrager eine Feldlinie austritt. Da die Feldlinien die gleiche Polaritit aufweisen, wie die
Ladungstrager die sie hervorgebracht haben, konnen Feldlinien einander niemals kreuzen. In der
unmittelbaren Nahe der geladenen Oberflache ist damit die Flachenladungsdichte o betragsmaf3ig
gleich der elektrischen Flussdichte |5|. In homogenen Feldern (z.B. im Plattenkondensator) bleibt
das iiber das gesamte Feld so, in inhomogenen Feldern (z.B. um geladene Konduktorkugeln oder
im Zylinderkondensator) nicht.

Die Gesamtheit aller Feldlinien, die im rechten Winkel durch eine

-
Aquipotentialfliche durchtreten, bezeichnet man als elektrischen : +Q -Q _
Fluss y. Der elektrische Fluss {5, der durch eine beliebige Flache -
A hindurchtritt, ist daher gleich dem Flachenintegral der : dA :
elektrischen Flussdichte D. Dabei tragt nur jener Anteil des . i E‘. _
elektrischen Flusses bei, der normal zur Fliache A steht.
Mathematisch wird dies ausgedriickt mittels Vektoren und durch * -
die Operation des Skalarproduktes (inneren Produkts): * -

zpzfﬁ-d,af
A

Der elektrische Fluss durch eine geschlossene Flache ist somit gleich der von dieser Flache
eingeschlossenen elektrischen Ladung:

fﬁ-dﬁ:jp-dsz
A

14

3.6. Lenzsche Regel!”

Nach der Lenz’schen Regel wird durch eine Anderung des
magnetischen Flusses durch eine Leiterschleife eine Spannung
induziert, so dass der dadurch flieflende Strom ein Magnetfeld
erzeugt, welches der Anderung des magnetischen Flusses
entgegenwirkt, ggf. verbunden mit mechanischen Kraftwirkungen
(Lorentzkraft).

So gesehen ist die Lenz'sche Regel eine Folgerung des allgemeinen Faraday’schen
Induktionsgesetzes:

Die elektromagnetische Induktion ist eines der grundlegenden Phianomene der Elektrophysik.
Das Induktionsgesetz stellt einen Zusammenhang zwischen Magnetfeldern und elektrischen
Spannungen her und ist insbesondere zum Verstandnis elektrischer Maschinen notwendig.

Die Lenz’sche Regel besagt, dass der induzierte Strom eine Anderung des magnetischen Flusses
zu verhindern sucht. Die Anderung des magnetischen Flusses ist dem Induktionsgesetz (einem

17 Aus https://de.wikipedia.org/wiki/Lenzsche Regel, letzter Zugriff 13.04.2021.
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Teil der Maxwell - Gleichungen) entsprechend die Ursache fiir die Entstehung des
Induktionsstromes.

Die Lenz’sche Regel steht in unmittelbarem Zusammenhang mit dem Energieerhaltungssatz: Die

Energie fiir den Aufbau des elektrischen Feldes stammt aus dem Magnetfeld. Ihre physikalische
Aussage entspricht der des Minuszeichens innerhalb des Induktionsgesetzes, das in integraler

Form wie folgt lautet:
S 0B .
f E-ds=—f—~dA
24 at

Auf der linken Seite steht die induzierte Spannung (Integration der elektrischen Feldstarke Eiiber
einen geschlossenen Weg dA), auf der rechten die zeitliche Anderung des magnetischen Flusses

(Integration des Skalarproduktes von magnetischer Flussdichte B und dem
Flachennormalenvektor iiber die vom Weg dA umschlossene Flache A).

Kurzfassung: Die Induktionsspannung wirkt immer ihrer Ursache, der Anderung des
magnetischen Flusses, entgegen.

3.7. Amperesches Gesetz

Das Amperesche Gesetz (Durchflutungssatz, Durchflutungsgesetz) ist ein Gesetz der
Elektrodynamik und eine der Maxwellschen Gleichungen. Es wurde von André - Marie Ampeére

entdeckt und bildet fiir den Magnetismus die Analogie zum Induktionsgesetz.

Die differentiellen Formen lauten
rot B = pgf
rotH=7

Das Gesetz setzt das Kurvenintegral des magnetischen Feldes entlang einer geschlossenen Kurve
in Beziehung zum Strom, der durch die von dieser Kurve eingeschlossene Flache flief3t.

Die integrale Form des Gesetzes lautet (Annahme konstanter Stromdichte ist nicht erforderlich):

bzw.

Dabei ist 5 ein infinitesimales, orientiertes Teilstiick der geschlossenen Kurve S, und / der
innerhalb von SfliefSende Strom.

Die integrale Formulierung lasst sich folgendermafden interpretieren:

Um einen beliebig geformten Leiter - sei es ein Draht, eine Metallplatte, eine Spule, oder auch nur
ein sehr kleines Stiick eines grofieren Leiters - legt man gedanklich einen (Mess-)Rahmen. Dieser
Rahmen kann von beliebiger Form sein, z. B. ein Rechteck oder ein Kreis von beliebiger Grofie.
Wenn durch den Leiter ein Strom fliefdt, verursacht dies ein Magnetfeld. Wenn man am Rahmen
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entlanggeht und fiir jedes kleine Stiick des Rahmens die Komponente des +
Magnetfelds in Richtung des kleinen Rahmenstiicks addiert, dann erhalt

man, wenn der Rahmen umrundet ist, eine Summe, die dem Strom durch B

den Leiter proportional ist.

Magnetfeld der Spule /
I

Bei direkter Anwendung des ampéreschen Gesetzes zur Bestimmung eines

Magnetfelds erhdlt man meistens nur Losungen fiir vereinfachte Falle, zum Beispiel, wenn man
annimmt, dass das Magnetfeld einer Spule tiberall entlang oder entgegen der Achse der Spule und
innen homogen ist, was aber nur fiir die unendlich lange Spule zutriftt.

Man habe eine solche Spule mit 7 Windungen pro Strecke / Man legt einen rechteckigen Rahmen
durch die Spule, dessen obere Seite mit der Lange ain der Spule liegt, und dessen rechte und linke
Seite unendlich lang sind. Zu diesen Seiten steht nach Annahme das Magnetfeld senkrecht, die
Komponente in Richtung des Rahmens ist also Null. Die untere Seite ist unendlich weit weg, wo
das Magnetfeld Null sein muss. Es bleibt also vom Integral nur die obere Seite, wo die Komponente
des Magnetfelds genau parallel ist. Also gilt:

- - n
fB(F)'dE): aB(7) =ay, 17
s
Woraus folgt

. n
B(r) =pol 7
Oder ohne Bezug auf ein Material

N I-n
H(T)ZT

womit man den Betrag des Magnetfelds in der Spule bestimmt hat. Dies ist die in der
Elektrotechnik praktisch verwendete Formel. Man beachte, dass wie so oft in der Physik die
Integrale nicht ausgerechnet, sondern deren Wert durch Uberlegung bestimmt werden.

3.8. Verschiebungsstrom!8

Der Verschiebungsstrom ist der Teil des elektrischen Stromes, der durch die zeitliche Anderung
des elektrischen Flusses gegeben ist. Er wurde von James Clerk Maxwell als notiger Zusatzterm
im ampeéreschen Gesetz erkannt.

Der elektrische Strom setzt sich aus zwei additiven Komponenten zusammen:

» Der Konvektionsstrom I; beruht auf gemeinsamem elektrischen und Stoffstrom, ohne dass
die Ladungstrager, z. B. Leitungselektronen oder Ionen, durch eine Riickstellkraft an eine
Ruhelage gebunden sind. Oft ist der Antrieb fiir die Bewegung ein elektrisches Feld, siehe
elektrische Leitfahigkeit, siehe aber auch Diffusionsstrom, Thermoelektrizitat und Van -
de - Graaff -Generator. Umgangssprachlich bedeutet elektrischer Strom nur diese
Komponente.

> Der Verschiebungsstrom I, entspricht Anderungen der elektrischen Flussdichte, die aus
zwei Beitragen besteht: der Bildung oder Ausrichtung elektrischer Dipole in Materie, siehe

18 Aus https://de.wikipedia.org/wiki/Verschiebungsstrom , letzter Zugriff 13.04.2021.
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dielektrische Polarisation, und der elektrischen Feldstirke multipliziert mit der
elektrischen Feldkonstanten.

Mathematisch lasst sich der totale Strom I als Summe aus beiden Komponenten ausdriicken als:
I=1+1,

Dadurch wird eine begriffliche Erweiterung des ampereschen Durchflutungsgesetzes notig, die
den gesamten elektrischen Strom in der Form

. AE\ .
I:f<0E+s—>-dA
N ot

ausdriickt.

Dabei ist der erste Summand der Leitungsstrom, der von der elektrischen Feldstdrke E ausgelost
wird. Die dabei auftretende Konstante o ist die elektrische Leitfahigkeit des Mediums (Leiters), in
dem der Leitungsstrom flief3t.

Der zweite Summand ist der Verschiebungsstrom mit der zeitlichen Anderungsrate der
Feldstirke und der Permittivitit €. Die Permittivitit ist das Mafd der im Medium mdglichen
Polarisation. Verschiebungsstrom ist wichtig in Materialien mit hoher Permittivitiat und geringer
Leitfahigkeit, also Nichtleitern (Isolatoren). Ein Sonderfall mit nicht vorhandener Leitfdhigkeit,
aber schwach vorhandener Permittivitit &y (Vakuum): In ihm flief3st (abgesehen von freien
Ladungstragern infolge eventueller hoher Feldstdrken) nur Verschiebungsstrom.

Bei zeitlichen harmonischen (sinusférmigen) Anderungen ist im gleichen Medium der
Verschiebungsstrom gegeniiber dem Leitungsstrom immer um 90° (m/2) phasenverschoben.
Hingegen sind in einem Stromkreis, der durch einen Isolator unterbrochen ist, der im Isolator
dominierende Verschiebungsstrom und der im elektrischen Leiter dominierende Leitungsstrom
miteinander in Phase, und die beiden Strome sind betragsmaf3ig praktisch gleich. Dieser technisch
wichtige Fall tritt beim Kondensator im sinusformigen Wechselstromkreis in Erscheinung: Der
Strom in den Zuleitungsdrahten und den Kondensatorplatten (elektrischer Leiter) wird durch den
Leitungsstrom getragen, der Strom durch das Dielektrikum (Isolator) zwischen den
Kondensatorplatten primar durch den Verschiebungsstrom. Ohne Verschiebungsstrom waére
keine Stromleitung durch den Kondensator moglich - wenngleich diese Stromleitung durch den
Verschiebungsstrom wegen der nétigen zeitlichen Anderungsrate beim elektrischen Fluss immer
auf Wechselstréme (zeitliche Anderung) limitiert ist.

Der Verschiebungsstrom, die Anderung des elektrischen Flusses durch eine Oberflache A, ist
definiert durch
_dy

by = dt

Mit dem bereits bekannten Zusammenhang zwischen elektrischem Fluss und elektrischer
Durchflutung
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4. Die mikroskopischen Maxwell - Gleichungen

Diese einfache Version vernachlassigt den Einfluss der Materie auf die Felder und ist daher fiir
den Einstieg besonders gut geeignet.

Name:

SI - Formulierungen:

Physikalische Bedeutung:

Name:

SI - Formulierungen:

Physikalische Bedeutung:

Name:

SI - Formulierungen:

Physikalische Bedeutung:

Name:

SI - Formulierungen:

Gaufdsches Gesetz

V-E=L£
€o

divE = L
€o

divD = o)

Elektrische Feldlinien divergieren voneinander unter Anwesenheit
elektrischer Ladung; die Ladung ist die Quelle des elektrischen
Feldes.

Gaufsches Gesetz flir Magnetfelder
V-B=0

divB =0

divH =0

Magnetische Feldlinien divergieren nicht, das Feld der
magnetischen Flussdichte ist quellenfrei; es gibt keine
magnetischen Monopole.

Induktionsgesetz
VXE =-— p
tE 0B
rotE = ——
Jt

Anderungen der magnetischen Flussdichte fiihren zu einem
elektrischen Wirbelfeld. Das Minuszeichen schligt sich in der
Lenzschen Regel nieder.

Erweitertes Durchflutungsgesetz
- =g -> BE
VX B = o] + Moo 5,

L OE
rot B = o + Moo 57
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tH=7+ L
rotH =j+ o=
Physikalische Bedeutung: Elektrische  Strome, sowohl Leitungsstrom als auch

Verschiebungsstrom fithren zu einem magnetischen Wirbelfeld.

Das war’s auch schon.

5. Die Arbeit im Magnetfeld
5.1. Die Kraft im Magnetfeld

Eine bewegte Ladung erfahrt im Magnetfeld eine Kraft, die senkrecht zur Bewegungsrichtung und
senkrecht zur Feldstarke des Magnetfeldes gerichtet ist. Die Kraft nennt man Lorentz - Kraft. Da
Kraft und Bewegungsrichtung immer senkrecht aufeinander stehen, wird durch diese Kraft keine
Arbeit verrichtet.

Die Lorentz - Kraft ist proportional zur Geschwindigkeit der Ladung v, zur Ladungsmenge Q und

zur magnetischen Feldstirke B. Die Richtung der Lorentz - Kraft wird durch das Kreuzprodukt
ausgedrickt:

F=Q (¥ xB)

Beachte: die Coulomb - Kraft ist nicht von der Geschwindigkeit abhangig!

5.2. Die Energie des Magnetfeldes!9:

Die Herleitung beginnt mit der Berechnung des B - Feldes einer Spule. Der

Betrag des Magnetfeldes im Inneren einer langen Spule ist gegeben durch:
I'N
B = |J.0l—

Hierbei ist N die Anzahl der Spulenwindungen, / die Spulenldnge und gy die magnetische
Feldkonstante. Und da der Schaltkreis nicht abgeschaltet wurde, ist der Strom I eine zeitabhangige
Grofde (und damit auch das B - Feld).

Der magnetische Fluss ®,, durch die Spulenquerschnittsfliche A hindurch, betragt daher

IN
(Dm=B'A=|J.0l—'A

Das Induktionsgesetz, einmal ausgedriickt mit L und einmal ausgedriickt mit der zeitlichen
Anderung des magnetischen Flusses, lautet:

dl
do
Uing = =N —=

19 Aus https://de.universaldenker.org/argumentationen/336 , letzter Zugriff 15.04.2021.
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N kommt hier aufgrund von N Querschnittsflichen jeder Spulenwindung vor, durch die der

magnetische Fluss geht.

Gleichsetzen ergibt

do,, dl
N =@
Ao, L dI

dt N dt

Die Ableitung des magnetischen Flusses nach der Zeit ergibt

Vergleich

Wiederholung

Strom explizit machen

dy _ N di
dacMoT dt

Ein Spezialfall ist der Energiegehalt einer Spule. Dieser lasst sich durch den Energiebedarf bei der
Aufladung analog zum Kondensator bestimmen. Als Wert ergibt sich

Einsetzen

Einsetzen

2
Bl
W=H0]\l]_2'A (HO;)
W=H0l_’A HOZN
2
W=A-1 2 1o
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Al ist aber das Volumen V, somit ergibt sich der Energiegehalt des magnetischen Feldes zu

2

W=V

2 [Ws]

5.3. Die Bewegung einer Ladung im homogenen Magnetfeld

Als Spezialfall betrachten wir eine Ladung im homogenen
Magnetfeld. Eine Ladung im homogenen Magnetfeld bewegt sich
auf einer Kreisbahn. Der Betrag der Geschwindigkeit bleibt

B
>
I~
>
>
>
I~
>
I~
>
I~
Lt

konstant, da aus dem Magnetfeld keine Energie iibertragen X ‘E‘,
wird. Die Lorentz - Kraft verursacht die Radialbeschleunigung:  z ganl i ‘*>
N n
F=m-d v
Yy
Im rechten Winkel vereinfacht sich die Darstellung der Lorentz
- Kraft zu

v

F=Q -v-B

Die Radialbeschleunigung (auch Zentripetalbeschleunigung)2® ergibt sich skalar, da
Tangentialgeschwindigkeit und Radius - Vektor aufeinander normal stehen zu

v
a=—
r
Zusammengefasst
2
Q -v-B=m- -—
Vereinfacht
m-v
r =
Q-B

6. Von den Maxwell - Gleichungen zu den Wellengleichungen
6.1. Die Wellengleichung

Die Wellengleichung?!, auch D’Alembert - Gleichung nach Jean-Baptiste le Rond d’Alembert,
bestimmt die Ausbreitung von Wellen wie etwa Schall oder Licht. Sie zdhlt zu den hyperbolischen
Differentialgleichungen, das ist eine spezielle Auspragung partieller Differentialgleichungen.

Wenn das Medium oder Vakuum die Welle nur durchleitet und nicht selbst Wellen erzeugt,
handelt es sich genauer um die homogene Wellengleichung, die lineare partielle
Differentialgleichung zweiter Ordnung

20 Aus https://de.wikipedia.org/wiki/Zentripetalkraft , letzter Zugriff 15.04.2021.
21 Aus https://de.wikipedia.org/wiki/Wellengleichung , letzter Zugriff 14.04.2021.
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n
1 0%u 0%u 0
ctot?  Luox?
=1
fiir eine reelle Funktion u(t, xi, ..., X») der Raumzeit. Hierbei ist n die Dimension des Raumes. Der

Parameter c ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle, also bei Schall (im homogenen und
isotropen Medium) die Schallgeschwindigkeit und bei Licht die Lichtgeschwindigkeit.

Der Differentialoperator der Wellengleichung wird D’Alembert - Operator genannt und mit dem
Formelzeichen O (gesprochen Box) notiert.

1 0%u 9%y

O= —— — _ -
2ot Luox®
i=1

Die Losungen der Wellengleichung heifden Wellen. Weil die Gleichung linear ist, iiberlagern sich
Wellen, ohne sich gegenseitig zu beeinflussen. Da die Koeffizienten der Wellengleichung nicht vom
Ortoder der Zeit abhdngen, verhalten sich Wellen unabhéangig davon, wo oder wann und in welche
Richtung man sie anregt. Verschobene, verspatete oder gedrehte Wellen sind ebenfalls Losungen
der Wellengleichung.

6.2. Die Wellengleichungen fiir das E - Feld und das B - Feld?2

Das Ziel ist es, aus den Maxwell - Gleichungen im ladungsfreien Raum die Wellengleichung fiir das
elektrische Feld E und das magnetische Feld B herzuleiten. Der Ausgang sind die vier Maxwell -
Gleichungen der Elektrodynamik im ladungsfreien (p = 0) und stromfreien (j = 0) Raum:

V-E=0
Eql
V-BE=0
Eq2
~ . 0B
VxE=—E
Eq3
R OE
V><B=u0£0§
Eq4

Eine weitere Zutat, die fiir die Herleitung der beiden Wellengleichungen notwendig ist, ist der
folgende Zusammenhang fiir die Rotation der Rotation des Vektorfeldes (doppeltes
Kreuzprodukt):

VxVxF=V(V-F)—V%F
Eq5

Der erste Summand ist hierbei der Gradient der Divergenz von F und der zweite Summand ist die
Divergenz des Gradienten von F.

22 Aus https://de.universaldenker.org/argumentationen/334 , letzter Zugriff 15.04.2021. Dasselbe steht
auch in https://de.wikipedia.org/wiki/Elektromagnetische Welle .
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6.3. Zuerst die Wellengleichung fiir das elektrische Feld

Wende auf beiden Seiten von Eq3 den Rotationsoperator "Vx" an:

o e o 0B
VxVxE=Vx<——)

ot
Eq6
Die Zeitableitung zusammen mit dem Minuszeichen darf vor den Nabla - Operator
(Ortsableitung) vorgezogen werden, da der Nabla - Operator nicht von der Zeit abhangt:
TxTxE = - (¥ x §)
XVXE=—-——(Vx
ot
Eq7
Dadurch kann jetzt die Rotation von B mithilfe Maxwell - Gleichung Eq4 ersetzt werden:
TxTxEF=—2 %F
R TAGRRET:
Eq8

Die Zeitableitung darf hinter die magnetische und elektrische Feldkonstanten geschrieben
werden. Zwei Zeitableitungen hintereinander konnen zur zweiten Zeitableitung kompakt
zusammengefasst werden:

VXVXE = —IJ.()S()W
Eq9

Eine Seite der Wellengleichung ist hergeleitet, ndmlich die zweite Zeitableitung des elektrischen
Feldes. Jetzt muss nur noch die linke Seite in die richtige Form, wie bei einer Wellengleichung,
umgeschrieben werden. Dort muss die zweite Ortsableitung des elektrischen Feldes stehen. Dazu
wird der Zusammenhang Eg5 benutzt, um das doppelte Kreuzprodukt zu ersetzen:

, , 0%E
V(V-E) -V = —Hofo 5

Eq10

Auf der linken Seite von Eq10 kommt die Divergenz V - E des elektrischen Feldes vor. Das ist genau
die Maxwell - Gleichung Eql. Und diese besagt, dass die Divergenz des elektrischen Feldes im
ladungsfreien Raum stets Null ist. Damit vereinfacht sich Eq10 zu:

VZE = E
= —Hoé&o Py
Eql1l

Das Minuszeichen auf beiden Seiten kiirzt sich weg. Fertig ist die vektorielle Wellengleichung fiir
das E - Feld

V2E E

= & ——

Ho€o ot
Eql2
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Mit ,vektoriell“ ist gemeint, dass Eql2 eigentlich drei Wellengleichungen beinhaltet, da das
elektrische Feld ein Vektorfeld mit drei Komponenten ist:

Ex
B=|E,
E,
Hierbei ist beispielsweise die Wellengleichung fiir die erste Komponente E,:

OCE, | OE OE_ OE
a2 T ayr a2 Mf0 e

Eq13
6.4. Die Wellengleichung fiir das magnetische Feld

Um die vektorielle Wellengleichung fiir das magnetische Feld herzuleiten, wird analog wie beim
elektrischen Feld vorgegangen. Jedoch mit einem einzigen Unterschied. Der Rotationsoperator
"Vx" wird nicht auf beiden Seiten von Eq3, sondern auf beiden Seiten von Eq4 gebildet:

Vxﬁxﬁzﬁxuoeoa

Eql4

Ziehe nun die Zeitableitung und die beiden Konstanten auf der rechten Seite vor den Nabla-
Operator:

. 0~ o
VxVszuoeoa(VxE)

Eql5
Nun wird Maxwell - Gleichung Eq3 in das Kreuzprodukt auf der rechten Seite eingesetzt:
T B = oo 2~ 22
XVXB = —|—=
Hofo ¢\ ™t
Eql6

Die Zeitableitung wird zusammengefasst und das doppelte Kreuzprodukt auf der linken Seite
mittels Eq5 ersetzt:

ﬁ S 9°B
V(V-B)-V?B = ~Hlofo 5z
Eql7

Die Divergenz V - B ist nach der Maxwell - Gleichung Eq2 Null. Minuszeichen kiirzen. Fertig ist die
vektorielle Wellengleichung fiir das B - Feld

V2B = Gl
= Hoéo A2
Eq18
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6.5. Der Vergleich mit der allgemeinen Wellengleichung

In den Wellengleichungen fiir elektromagnetische Felder steckt noch eine weitere wichtige
Information, die beim Vergleich mit der allgemeinen Form der Wellengleichung offenbart werden
kann:

. 0°F
-~ c? ot

Eq19

In dieser steckt ndmlich die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle. Der Vergleich von Eq19 mit

den Wellengleichungen fiir das E - Feld bzw. B - Feld ergibt den magischen Zusammenhang
zwischen der Lichtgeschwindigkeit und den elektromagnetischen Feldkonstanten

1
— &
2 Ho€o
Eq20

6.6. Die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen23

Mit Hilfe der Maxwellgleichungen lassen sich aus der Wellengleichung noch weitere Schliisse
ziehen. Betrachten wir eine allgemeine ebene Welle fiir das elektrische Feld

E=E f(k-x—ct)
Die Variablen bedeuten dabei

die konstante Amplitude

eine beliebige C2 - Funktion

ein Einheitsvektor, der in Propagationsrichtung zeigt, und
ein Ortsvektor.

L) ""‘oh'jl

Zunachst sieht man durch Einsetzen in die Wellengleichung, dass
f(k-%—ct)

die Wellengleichung erfiillt, dass also

Damit E nun eine elektromagnetische Welle beschreibt, muss es aber nicht nur die
Wellengleichung erfiillen, sondern auch die Maxwellgleichungen. Das bedeutet

w o o~ —of(k-%—ct
V'E=k'EOW=O

Daraus folgt

E-k=0

23 Aus https://de.wikipedia.org/wiki/Elektromagnetische Welle , letzter Zugriff 15.04.2021.
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Das elektrische Feld steht also stets senkrecht zur Propagationsrichtung, es handelt sich also um
eine Transversalwelle. Einsetzen von E in eine weitere Maxwellgleichung ergibt

o o . —of(k-X—ct oB
VXE:kXEO%Z_E

Und da

_Of(k-x—ct) of(k-%—ct)
ak-x) 9t

ist, folgt daraus

B=-kxE

a|

Die magnetische Flussdichte in der elektromagnetischen Welle steht also ebenfalls senkrecht zur
Propagationsrichtung und auch senkrecht zum elektrischen Feld. Aufierdem stehen ihre
Amplituden in einem festen Verhéltnis. Ihr Quotient ist die Lichtgeschwindigkeit ¢

Ey
By *

In natiirlichen Einheiten (c = 1) haben beide Amplituden den gleichen Wert.

Probieren wir das einmal aus:

Eine linear polarisierte elektromagnetische Welle im
Vakuum, ohne Ladungen oder Magnetfelder. Die
monochromatische Welle mit Wellenldnge A breitet sich
in x - Richtung aus. Die elektrische Feldstarke E (in
blau) in y - Richtung und die magnetische Flussdichte B
(in rot) in z - Richtung stehen zueinander und zur
Ausbreitungsrichtung im rechten Winkel und bilden in
dieser Reihenfolge ein Rechtssystem.

Ansatz:

Ey 0
E, | = (sin(x -c t))
E, 0

E, =0

Aufteilen
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E, = (sin(x —c t))
E,=0
Einsetzen in die drei Wellengleichungen

0%E, N 0°E, O0%E, _ lazEx
0x? ay? 0z ¢ ot?

O°E, O, 0, 10°,
ox? ay*> = 0z c* ot?

O°E, O, O°F, _ 10°,
ox* = ay*  0z% * ot?

Offensichtlich verschwinden Ex und Ez Komponenten

0*(sin(x — c 1)) N 0*(sin(x — c t)) N 0*(sin(x — c 1)) B iaz(sin(x —ct))
0x* ay? 0z* T c? ot?

0*(sin(x —ct)) 1 0*(sin(x —ct))
x> T2 at?

a(cos(c t— x)) - a(cos(c t— x))
ox e at

d(cos(ct—x)) —cd(cos(ct—x))
dx e at

sin(ct—x) = (T) (—c)sin(ct —x)

Was offensichtlich erfillt ist.

Maxwell 1
V_EzaEx aﬂ J0E,
dx dy 0z
Einsetzen
- - 00 Jd(sin(x—ct 020
V-E=—+( ( ))+—=O

Ox dy dz
Was ebenso offensichtlich erfiillt ist.

Aufgrund des gleichartigen Aufbaus sind die Gleichungen fiir die magnetische Flussdichte wohl
auch erfllt.
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Zum Abschluss testweise ein falscher Ansatz, eine Longitudinalwelle

Ey 1 1 X
Ey |=(0] -sin{[|0]- (y) —ct
E, 0 0 z
Ey 1 1 X
Ey |=(0] -sin{[|0]- (y) —ct
E 0 0 z

N

Ey sin(x —ct)
Ey = 0
0

Aufteilen
E,= (sin(x —c t))

E, =0
E,=0

Einsetzen in die drei Wellengleichungen

Offensichtlich verschwinden Ey und Ez Komponenten

0*(sin(x — c 1)) N 0*(sin(x — c t)) N 0*(sin(x — c 1)) B iaz(sin(x —ct))
ox? ay*? 0z* - c? ot?

0*(sin(x —ct)) 1 0*(sin(x —ct))
x> T2 ot?

a(cos(c t— x)) - a(cos(c t— x))
ox ra at

a(cos(c t— x)) - a(cos(c t— x))
ox ra at

-1
sin(ct—x) = (T) (—c)sin(ct —x)

Die Wellengleichung ist offensichtlich erftillt.

Maxwell 1

Einsetzen

—

Vlﬁza(sm(x—ct))_l_a_o_l_ao

7% 3y PP (cos(c t— x)) =0
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Was ebenso offensichtlich nicht erfiillt ist. Eine longitudinale Lichtwelle verletzt also Maxwell 1.
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