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1. Abstract
Trotz ihres betrachtlichen Alters und ihrer weiten Verbreitung sind die Herleitung der Laplace -
Transformation sowie deren Inversion und deren konkrete Berechnung wenig dokumentiert. In

der Praxis werden die bequemen Korrespondenztabellen verwendet. In diesem Aufsatz sollen
einige Herleitungen sowie Berechnungsverfahren Schritt fiir Schritt ausgefiihrt werden.

2. Die Berechnung der Laplace - Transformierten einiger Grundfunktionen

Zum Einstieg sollen die Laplace - Transformierten einiger Grundfunktionen direkt berechnet
werden.

Es gelte allgemein die Konvergenzbedingung: Re(s) > a

2.1. Exponentialfunktion
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2.2. Cosinus
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2.3. Sprungfunktion vereinfacht

2.4. Lineare Funktion

Partielle Integration
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Die Exponentialfunktion wachst schneller als die lineare

w-(0-3
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Diese Transformationen gelingen unter Beachtung der Konvergenzbedingung elementar.



3. Die Berechnung der Laplace - Transformierten der Integralfunktion

Beim Aufstellen der Laplace - Transformation der Integralfunktion ist die korrekte Verwendung
der Zeitvariablen t (Argument der zeitabhangigen Funktionswerte) und T (Zeitpunkt des Endes
der Messung) essentiell! Transformiert wird jedenfalls die Funktion f(T), die vom momentanen
Zeitpunkt abhdngigen Funktionswerte f(t) sind im Laplace - Raum kein Thema! !
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Aufpassen: Wir integrieren zwar uneigentliche, aber bestimmte Integrale, daher muss die
Auswertung beim Glied u - v beachtet werden! Damit gilt
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Teilergebnis 1 (ein wenig schlampig, da man eigentlich beweisen miisste, dass keine
unbestimmten Ausdriicke auftreten, aber da seien wir einmal glaubig; aufRerdem ist unendlich
keine Zahl):
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1 Siehe auch https://www.eit.hs-karlsruhe.de/mesysto /teil-a-zeitkontinuierliche-signale-und-
systeme/laplace-transformation-zeitkontinuierlicher-signale /rechenregeln-der-laplace-
transformation/integrationsregel.html , letzter Zugriff 03.04.2021. Man beachte den Rechenfehler!




Damit ist die Laplace - Transformation der Integralfunktion gezeigt.



4. Die formale Herleitung der Laplace - Inversionsformel

Ausgangspunkt ist die Formel der inversen Fourier - Transformation
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Erweitern mit j. Da dw zwar infinitesimal klein, trotzdem aber eine Zahl ist, darf man das.
Entsprechend dndern sich auch Argument und Integrationsgrenzen.
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Damit ist diese Herleitung vollendet.

2 In der Literatur ist statt des s auch das p verbreitet.



5. Die Berechnung der Laplace - Inversionsformel3

Die Vorgeschichte: Ausgangspunkt der Transformationsarbeit war die Berechnung der Fourier -
Transformierten eines zeitabhangigen Signals f(t) in den Frequenzraum F(w). Wird das
kontinuierliche Fourier - Integral verwendet, fithrt die Transformation periodischer Signale zu
Distributionen, welche in der praktischen Handhabung unangenehm sind. Eine mégliche Abhilfe
ist die Bedampfung des zeitabhingigen Signals, wobei im ersten Schritt ausschliefdlich der
kausale Anteil (t = 0) verwendet wird und dieser dann noch mit einer Abklingfunktion e-¢, ¢ > 0
beddmpft wird. Damit ist die Existenz des entstandenen Laplace - Integrals

F(s) = (LD = f F(©)-e=tds; s = (0 + jo)
’ Eg51

gesichert. Die Berechnung dieser Integrale ist in vielen Fillen elementar, Beispiele sind im
ndchsten Kapitel durchgerechnet. Abgesehen davon sind umfangreiche Korrespondenztabellen
verfiighar, in denen die meisten praktisch bendétigten Ergebnisse gelistet sind.

Nach der Ausfiihrung der gewiinschten mathematischen  Operationen  (z.B.
Differenzialgleichungen, Signalanalyse) folgt als nachster Schritt die Riicktransformation in den
Zeitraum.

Ausgangspunkt der Herleitung der Inversionsformel ist die Cauchy’sche Integralformel%. Die
stiickweise glatte, geschlossene Kurve I' sei der Rand des Gebietes D € C. F(s) ist das Bild von
f(t) im Laplace - Raum. F(s) ist aufgrund der essentiellen Konvergenzbedingung Re(s) = o > a
holomorphs. Des Weiteren liege s € C im Inneren von D. Dann gilt fiir F(s) die Darstellung als
Cauchy - Integral
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Die Magie der Cauchy’schen Integralformel liegt darin, dass die Werte der Funktion innerhalb
des Gebietes D durch ihre Wert auf dem Rand von D bereits eindeutig festgelegt sind®.

Die geschlossene Kurve I' wahlt man so, dass sie s einmal umlduft und innerhalb des
Holomorphiegebietes bleibt. Dazu konstruiert man I' aus der Geraden von (o - j R) nach (o + j
R)

L =(o+jRt),fir—1 <t <+1,R-> o
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und den anschlief3enden rechten Halbkreis um ¢ mit dem Radius R.
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3 Dieser Text stammt grundsatzlich aus ,Matthias Bockmann: Laplace-Transformation I: Grundlagen®,
Westfilische Wilhelms-Universitit Miinster Fachbereich Mathematik. Alle Anderungen, Erginzungen
sowie Umkehrung der Argumentationsrichtung aus didaktischen Griinden.

4 Herleitung siehe beispielsweise Analysis Il fiir TPH Ausgabe 2018, S.209.

5 a nennt man auch die Konvergenzabszisse.

6 Aus Ana Il TPH 2018 S. 209.
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Das Integral iiber den Halbkreis I'; liefert keinen Beitrag, sofern das Integral entweder?
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ist, p(x) und q(x) reelle Polynome sind und q(x) ohne reelle Nullstellen ist. Erfahrungsgemaf}
sind samtliche Integranden der Laplace - Inversionsformel ausgenommen die
Ableitungsfunktion vom Typ 2, sodass die Aussage
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als in der Praxis allgemein giiltig betrachtet werden kann.

Somit erhalt man8
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Zur Transformation des Bruchausdrucks verwenden wir die Korrespondenztabelle

7 Typisierung gemafd Ana Il TPH 2018, S. 224ff. Der Beweis fiir Typ 1 ist elementar, fiir Typ 2 verwendet
man statt des Halbkreises das dariiber errichtete Rechteck mit Hohe v r, das gegen den Uhrzeigersinn
durchlaufen wird. Den kompletten Beweis findet man unter https://de.wikipedia.org/wiki/Residuensatz .
8 Vorsicht: Formelfehler im Bockmann - Text!
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Als letzten Schritt integrieren wir statt nach ¢ nun nach s. Wie das zu argumentieren ist, bleibt
leider unbekannt. Jedenfalls erhalt man das gewiinschte Ergebnis
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6. Die konkrete Anwendung der Laplace - Inversionsformel®

Die Auswertung dieses Integrals ist meist nicht elementar moéglich, man muss einen kleinen
Umweg gehen. Dieser ist leider schlecht dokumentiert, da in der Praxis die weitaus einfacher
handhabbaren Korrespondenztabellen verwendet werden. Daher soll an dieser Stelle das
Konzept der praktischen Berechnung der Riicktransformation mittels des Residuensatzes
dargestellt werden.

Fiir die Herleitung der Residuenformel benotigt man einen geschlossenen Integrationsweg, der
alle Polstellen zx von est - F(s) umschliefdt. Diese entsprechen den Polstellen von F(s), weil est
selbst keine Pole im Endlichen besitzt. Da F(s) fiir Re(s) > o holomorph ist, befinden sich die
Polstellen links von dem Gebiet, in dem F(s) holomorph ist. Der Integrationsweg I wird wie folgt
festgelegt: Er umfasst die Gerade von (o - j R) nach (o + j R) und den linken Halbkreis y um o, o
€ RtmitR — 0.

Durch die Konstruktion von I ist ein einmaliger Umlauf sichergestellt, daher liefert der
Residuensatz
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wobei Res(sk) das Residuum der Funktion est - F(s) am jeweiligen Punkt s = sy fiir endlich viele
Punkte sy ist.

9 Dieser Text stammt grundsitzlich aus ,Matthias Bockmann: Laplace-Transformation I: Grundlagen®,
Westfilische Wilhelms-Universitit Miinster Fachbereich Mathematik. Alle Anderungen, Erginzungen
sowie Umkehrung der Argumentationsrichtung aus didaktischen Griinden.
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7. Die konkrete Berechnung einiger Laplace - Riicktransformationen

7.1. Exponentialfunktion
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7.2. Cosinus
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Die Reihe kann nach dem ersten Glied abgebrochen werden, da die hoheren Glieder keinen
Betrag zum Residuum leisten kénnen.
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Die zweite Polstelle
s
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7.3. Sprungfunktion vereinfacht
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Damit ist das Residuum
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7.4. Lineare Funktion
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8. Zusammenfassung

Einige Herleitungen der Laplace - Transformation sowie deren Inversion inklusive konkrete
Berechnungsverfahren wurden Schritt fiir Schritt dargestellt.
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